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ABSTRACT

This paper studies an inequality of H. P. Rosenthal for vector valued random
variables, its relations with some geometric properties of Banach spaces and its
applications to the study of the central limit theorem in Banach spaces.

Cet article est consacré a I’étude d’une inégalité de H. P. Rosenthal pour des
variables aléatoires vectorielles, de ses liens avec certaines propriétés
géométriques des espaces de Banach et de ses applications a I'étude du théoreme
limite central dans les espaces de Banach.

A la recherche de nouveaux sous-espaces complémentés de L,, H.P.
Rosenthal [27], [28], démontre en 1970 la généralisation suivante des inégalités
de Khintchine: pour tout réel r de (2, ), il existe une constante C, telle que 'on
ait, pour toute suite finie (X;)=;=. de variables aléatoires réelles indépendantes
symétriques et bornées:

172

(|5 x| ) "~ (Sp0xm) "+ (5 p1xn)

la notation ~¢, signifiant qu’entre le membre de gauche G et le membre de
droite D, on a les inégalités: C,'D =G = GD. Nous nous proposons ici
d’étudier la validité et les propriétés de ces inégalités pour des variables
aléatoires a valeurs dans un espace de Banach suivant la nature de ce dernier.
Un probléme de définition surgit d’emblée car le simple remplacement des
valeurs absolues par des normes ne permet guere d’aller au-dela des notions de
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type et de cotype d’espaces de Banach. La bonne définition a été mise en
évidence par J. Zinn [31]: en notant (G(X]))i=;=- des variables aléatoires
gaussiennes centrées et indépendantes telles que, pour tout j=1,...n,
E{G(X;)'} = E{X7}, les inégalités de Rosenthal s’expriment également sous la

forme
2 }) 1/2

Cette fois-ci, le remplacement des valeurs absolues par des normes n’est plus
trivial en dimension infinie, du moins dans la partie majoration du membre de
gauche par celui de droite que nous appelerons désormais inégalité de
Rosenthal. Cest sous cette forme que la premiere extension des inégalités de
Rosenthal a été obtenue dans les espaces L,, 2<p < [7].

Décrivons a présent le contenu de I’article: apres un paragraphe préliminaire,
nous développerons les principales propriétés de I'inégalité de Rosenthal.
Celles-ci s’apparentent a diverses propriétés de I'inégalité de type Rademacher
et nous compléterons a cet égard I'inégalité de Rosenthal par une inégalité
A-Rosenthal jouant un rdle analogue a celle du type stable. Parmi les outils
essentiels utilisés dans les démonstrations de ces propriétés, figure I'inégalité de
J. Hoffmann-Jgrgensen [10] présentée dans une forme adaptée due a E. Giné et
J. Zinn [8] comme substitut pour des sommes de variables aléatoires
indépendantes quelconques de théorémes usuels sur les sommes de variables de
Rademacher ou gaussiennes. Jointe a un résultat de B. Maurey et G. Pisier [21],
elle nous permettra en particulier de montrer qu'un espace de Banach est de
cotype 2 st et seulement si il vérifie I'inégalité de Rosenthal a tous les ordres. La
troisitme partie est consacrée aux applications de I'inégalité de Rosenthal a
Pétude du théoréme limite central classique dans les espaces de Banach, qui est
d’ailleurs a I'origine de I'intérét porté a cette inégalité [7], [31]. L’inégalité de
Rosenthal caractérise les espaces dans lesquels les conditions nécessaires
classiques pour le théoréme limite central sont également suffisantes; elle permet
aussi d’étudier ce méme théoréme limite central dans les espaces de la forme
L,(E). Une caractérisation de 'inégalité de Rosenthal par 'intermédiaire de la
loi des grands nombres conclut ce travail.

IEX\ ~(5E0xn) "+ (E

1. Préliminaires
Soient E et F deux espaces normés; E est finiment représentable dans F si
pour tout £ > 0 et pour tout sous-espace de dimension finie E, de E, il existe un



292 M. LEDOUX Isr. J. Math.

sous-espace F; de F et un isomorphisme u de E; sur F, tel que, pour tout x dans
Eo:

lxl=luG)=1+e)lx].

La définition de finie représentabilité conduit a celle de super-propriété. Une
propriété & d’espaces de Banach est une super-propriété si, quand E posseéde 2,
tout espace de Banach finiment représentable dans E posséde également 2.

Un espace normé E est de type p =1 (resp. de cotype p >0) s’il existe une
constante C et un réel a de (0,) tels que 'on ait, pour toute famille finie
(X hi=j=» d’éléments de E:

(E{)Z ] ]) " stresp. 2y (S )

i=1

ou (r;) désigne une suite de variables aléatoires de Rademacher indépendantes
(c’est-a-dire une suite de variables aléatoires réelles symétriques indépendantes
ne prenant que les valeurs +1 et —1).

Fixons quelques notations concernant les espaces L,. Si E est une espace
normé, p un réel de [1,) et (S, 2, 1) un espace mesuré, L,(S,2, u; E) (noté
L,(E) lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible) désignera I’espace des
fonctions mesurables f sur § a valeurs dans E telles que

1/p

I171= (], IFPecas)) <o

Lorsque S sera N muni de la mesure de dénombrement, L,(S, 3, u ; E) sera noté
L(E)etsi E =R les espaces précédents seront désignés plus simplement par'L,
et .. Comme d’habitude, ¢, désignera I’espace des suites réelles convergeant
vers 0 muni de sa norme usuelle.

Introduisons a présent les quelques notions probabilistes qui nous seront
utiles. Soit E un espace de Banach sur le corps des réels muni de sa tribu
borélienne. Une variable aléatoire (v.a.) X a valeurs dans E désignera ici une
application mesurable d’un espace probabilisé ({2, %, P) dans E telle que I'image
de P par X définisse une mesure de Radon sur la tribu borélienne de E; X
prend donc presque siirement (p.s.) ses valeurs dans une partie séparable de E et
nous aurions pu également supposer E séparable. Toute v.a. de L,(Q0, %, P; E)
(1= p <) est limite presque sire et dans L,(E) de v.a. étagées. Une v.a. X est
symétrique si X et — X ont méme loi. Les sommes de v.a. indépendantes et
symétriques vérifient le principe de contraction [13]; le plus souvent, nous
I’utiliserons sans commentaire sous la forme suivante: soient (X]),=;s. Une suite
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finie de v.a. indépendantes symétriques bornées, (g; )is;=» Une suite de v.a. réelles
avec |a;| =1 p.s. pour tout j =1,..., n et telle que la suite (a;X; )i=;=n S0it encore
formée de v.a. indépendantes et symétriques; alors, si p =1,

e onf)=ell ol

Une v.a. G i valeurs dans E est gaussienne si pour toute forme linéaire f sur
E, f(G) est gaussienne réelle. Les v.a. gaussiennes ont des moments de tous
ordres, équivalents [6], [16]: pour tout p de (0, =), il existe une constante C, telle
que, pour toute v.a. gaussienne G,

E{|Gli}~c, (E{IGIFD"” <.

Les v.a. 4 covariance gaussienne seront d’un intérét particulier dans ce travail.
Une v.a. X a valeurs dans E telle que, pour tout élément f du dual E’ de E,
E{f*(X)} < et E{f(X)}=0, est dite prégaussienne s’il existe dans E une v.a.
gaussienne centrée G de méme structure de covariance, c’est-a-dire telle que,
pour tout f de E’, E{f*(X)} = E{f*(G)}. Dans ce qui suit, nous désignerons par
G(X) une v.a. gaussienne (unique en loi) de méme covariance que X et si (X;)
est une suite de v.a. prégaussiennes indépendantes, il sera toujours sous-entendu
que la suite (G (X)) des gaussiennes associées est également formée de variables
indépendantes. L’espace des v.a. prégaussiennes intégrables X sur (), % P) a
valeurs dans un espace de Banach E muni de la norme E{| X [} + E{]| G(X)|}} est
un sous-espace vectoriel fermé de L.(€), &, P; E). Ceci résulte immédiatement
du lemme suivant qui nous a été communiqué par X. Fernique.

LeMME 1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et soient X et Y deux v.a.
prégaussiennes sur (), %, P) a valeurs respectivement dans E et F; alors, le couple
(X, Y) est prégaussien dans E X F. En particulier, si E =F, il existe des
réalisations de G(X) et G(Y) telles que G(X)+G(Y)=G(X+Y).

DEMONSTRATION.  Soit (X, Y) la sous-tribu de & engendrée parles v.a. X et
Y et soit H I’espace de Hilbert séparable L((}, o(X, Y), P;R). Désignons par
(h)i=1 une base orthonormale de H et supposons qu’il existe sur ({1, %) une
suite (g« )«=1 de v.a. normales centrées réduites indépendantes. Alors, le vecteur
gaussien G(X, Y) de composantes:

©

G, V)= (3, EhX), 3, gE(Y})

k=1

a valeurs dans E X F a méme covariance que le couple (X, Y). Si E = F, les deux
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composantes de G(X, Y) constituent des versions respectivement de G(X) et
G(Y) telles que G(X)+ G(Y) a méme covariance que X + Y.

Nous utiliserons également par la suite les propriétés classiques de com-
paraison des vecteurs gaussiens, par exemple sous la forme de 'inégalité de T.W.
Anderson [2] (et 1a aussi, le plus souvent, sans autre commentaire): si G et G’
sont deux v.a. gaussiennes sur ({1, %, P) a valeurs dans E telles que, pour tout f
de E’', E{f*(G)}= E{f(G")}, alors, pour tout convexe symétrique C de E,
P{G € C}z= P{G' € C}. Il en résulte immédiatement que si X est prégaussienne
dans E et si E{f*(Y)} = E{f*(X)} pour tout f de E’, la v.a. faiblement centrée Y
est aussi prégaussienne.

Nous concluons ces préliminaires par la définition des fonctionnelles A,
(0<p <®). Si X est une v.a. a valeurs rélles, on dénotera

p
A(X)= (sup t’P{| X |> t}) ,
>0

et si X est 2 valeurs dans E, A,(X)=A,(|X|). Lorsque 1<p <o, ces
fonctionnelles sont équivalentes a des normes et définissent les espaces de
Lorentz L,.. On a par ailleurs, trivialement, les encadrements suivants, pour
tous p > g et toute v.a. réelle X:

M= EIX Y = (22) A0,

Pour les suites de réels (a;);=1, les fonctionnelles A, sont définies par:
iip
L)) = (sup t? Card{j :|o; | > t}) ,
>0
et les comparaisons avec les normes l, données par:

wi@=(Slar) = (52;) @

2. L’inégalité de Rosenthal

Un des outils essentiels de ’étude de 'inégalité de Rosenthal est constitué par
I'inégalité de J. Hoffmann-Jgrgensen ([10] p. 164-165, [3] p. 107). Nous
I'utiliserons principalement sous une forme due 4 E. Giné et J. Zinn [8] que nous
présentons avant de poser la définition vectorielle de I'inégalité de Rosenthal.
Ainsi adaptée, I'inégalité de Hoflmann-Jgrgensen joue le role pour des sommes
de v.a. indépendantes quelconques des théorémes de Kahane [13] et Fernique
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[6], Landau-Shepp [16], assurant I’équivalence de tous les moments des sommes
respectivement de v.a. de Rademacher indépendantes et de v.a. gaussiennes
indépendantes.

PROPOSITION 2.1.  Soit E un espace de Banach ; pour tous 0 < p,q <, il existe
une constante C ne dépendant que de p et q telle que, pour toute suite finie (X;)1=j<n
de v.a. indépendantes symétriques a valeurs dans E vérifiant pour tout j,
E{|X; [P} < (resp. Ap(X;) <), on ait:

q]) l/q

([ ) el "+ e

> Xilyxpsan
i=1
(resp.
A3 %) ~e Ao X0+ Ao 3 Xlosaewn))
l= == =
ot 8, =inf{u>0:2), P{|X;||>u}=(8.3")7"}.

Nous aurons également besoin du petit lemme technique suivant.

LEMME 2.2. Soient (X;):=j=. une suite de v.a. réelles positives, o un réel de
(0,) et 8 = inf{u >0:Z]_; P{X; > u} = a}; alors, pour tous 0<p < q <,

n liq \/iq n lip
(2 E{X?I{xiggo)}> = (—q'-) al/q—l/p (Sup tp 2 P{XI > t}) .
g q—p >0 j=1

DEMONSTRATION.

n 80 n
S E{X g zns} = [ S PX, > u}du
= o =1

n 8, q
= (sup t"i; P{X; > t})L -‘-iui,,

>0

é—q—ﬁg”"(sup t"z P{X; > t}).
q-p i

>0
Or, pour tout u >0,
u? > P{X;>u}=supt* >, P{X;>1},
J=1 >0 j=1

de sorte que
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&=a ""lsupt’ "
ptZP{X>t} )

>0 j=1
La conclusion s’ensuit.

Ces préliminaires étant posés, définissons a présent I'inégalité de Rosenthal
sous sa forme vectorielle.

DEFINITION.  Soit r un réel de [1,%) et soit E un espace de Banach ; E vérifie
Iinégalité de Rosenthal d’ordre r notée Ros(r) (resp. I’inégalité A-Rosenthal
d’ordre r notée A-Ros(r)), s’il existe une constante C telle que I’on ait, pour toute
suite finie (X )i=j=» de v.a. indépendantes symétriques prégaussiennes bornées a
valeurs dans E:

({3 x| )" =c((3 Buxir) “+ (|

S a0 1))
(resp.

@ aMEx)=cllapespixi0) oo (F o0)))

REMARQUES. (1) L’inégalité co-Ros(r) définie en exigeant que I'inégalité
inverse de (1) soit satisfaite n’est que d’un intérét relatif dans cette étude; il est
aisé de constater en effet que I'inégalité co-Ros(r ) est satisfaite si et seulement si
E est de type 2 et de cotype r.

(2) Si X est une v.a. prégaussienne bornée sur (), %, P) a valeurs dans E, le
théoréme de convergence des martingales vectorielles nous assure I’existence
d’une suite croissante (%v) de sous-tribus finies de F telle que (X")=
(E{X | Fn}) converge p.s. et dans tous les L,({), % P;E) vers X. Comme
E{fA(X™)}=E{f*(X)}, nous en déduisons en outre que E{|G(X™)|F}=
E{|G(X)|F}. Ces considérations justifient la possibilité d’une approximation par
des v.a. étagées dans les inégalités Ros et A-Ros de sorte que ces derniéres
définissent des super-propriétés. Par ailleurs, la bornitude des X peut étre
remplacée par les conditions I }<oo (resp. A,(X;)<®) pour tout j=
1,..., n, et, par un argument classique de désymétrisation, la symétrie peut étre

omise (les variables prégaussiennes sont centrées).

(3) Les inégalités Ros(r) et A-Ros(r) ne sont pas modifiées quand les membres
de gauche de (1) et (2) sont remplacés par (E{| /- X;[' D", resp. A.(Zj-1 X)),
pour n’importe quel s = r. C’est une conséquence de I'inégalité de J. Hoffmann-
Jgrgensen; vérifions-le par exemple pour Ros(r), C désignant ci-dessous une
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constante suceptible de changer de la premiére ligne a la seconde:

(=I5 4D = cl(elmrr))™ ({221

S x
sc((3euxn) "+ (e{]5 00| ])).

Nous formulons la prochaine remarque sous forme d’une proposition; elle
permet de passer de v.a. de méme loi a des variables quelconques. Le principe de
la démonstration est celui de la proposition 5.1 de [24]) doublé d’un argument de
L. Le Cam [17] de la théorie de la poissonisation adapté ici a des lois
multinomiales.

Z G(X))

ProPOSITION 2.3. Si [’inégalité (1) (resp. (2)) est satisfaite pour des v.a.
indépendantes symétriques prégaussiennes bornées et équidistribuées, E vérifie
Ros(r) (resp. A-Ros(r)).

DEMONSTRATION. Détaillons d’abord le cas de Ros(r). Désignons par
(Y)isis. une suite finie de v.a. indépendantes symétriques prégaussiennes
bornées i valeurs dans E. Soient également (¢, )i=j=a des v.a. réelles symétriques
a supports disjoints, indépendantes de la suite (Y))is;=» €t telles que, pour tout
j=L1..,n,

Ple;=1}=Plg, = — 1} =H1 - Plg = 0}) =5-.

Considérons X =27, ¢;Y; et désignons par (X )isis. des copies indépendantes
de X; par hypotheése,

(={]2

) x.."'}) "= CREYX Y+ n (EYGEIY).

Comme
r _l R r — 1 N .
EI X1t =7 ZEUYI} et GXO)=1m3 G(Y),
la proposition sera établie si nous parvenons 3 montrer que

(| &xl =z (-2 el o

Désignons a cet effet par ((Yj)isjsa)isis» des copies indépendantes de la suite
(Y;)isi=a et posons Y;o=0pour tout j = 1,..., n. Il est alors aisé de vérifier, par
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exemple sur les fonctions caractéristiques, que 2, X; a méme loi que
T.=27 PN Y; ou (¢7,...,¢n) suit une loi multinomiale de taille n a n
parameétres (1/n, ..., 1/n), indépendante de ce qui précéde. Pour toutj =1,.. ., n,
posons &7 = ¢ A1, puis S, =2, NN Y;. Si R, =T,—S., par symétrie, pour tout
t>0 et tout (p1,...,p.)E{l,...,n}" avec p+ --- +p. =n,

P{IS. — R[>t |5, £ =(prs- . )}
=P{IS. + R || > t|(5,.. . L)=(P1,.. .. pn)}

;%p{”s"||>l'(f?,...,§:)=(P1,...,Pn)},

et donc

g l-Jeimsion

Mais, toujours par symétric des Y;, si () désigne une suite de v.a. de
Rademacher indépendantes, indépendante des Y; et des {;,

A3 J-sel| g e

Bien que les v.a. £} ne soient pas indépendantes, la suite (£,£7)<;=. €st une suite
symétrique et le principe de contraction s’applique [22] pour fournir

(2] s

Enfin, pour tout j=1,...,n,
E{ & =E{&)}=P{{iz1}=1-P{{7=0}

1
pr+-Thu=n 1" P2l !

[1=tE0s.n -5

28,

’2 rery, '})m; lrg_iignnE{I§I—‘|}(E{

=1-

ce qu’il fallait démontrer.

En utilisant P'inégalité de J. Hoflmann-Jgrgensen par 'intermédiaire de la
remarque (3), le raisonnement pour A-Ros(r) est identique sauf pour r =1, le
principe de contraction ne valant plus dans la forme ci-dessus pour des moments
strictement plus petits que 1. Il faut, pour A-Ros(1), appliquer les inégalités de la
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proposition 2.1 dans toute leur force; avec les mémes notations que
précédemment, on a, par hypothése et par application de la proposition 2.1:

g

Z Xil«nx,»ugao)l ] = C(nA(X)+n'"’A(G(X)))

= (supe3, PUYI> 0+ (3 6))

ot S=inf{u>0:nP{|X||>u}=%u}. Si on note X'=Xlyxss, et Y=
Yilyy=sa, j = 1,...,n, le raisonnement précédent s’applique & X' et (Y})is;=. et
fournit:

1 1
(1-2)#
Comme 8 =inf{u >0:3;_, P{] Y||>u}=}, la conclusion s’obtient d’une

nouvelle application de la proposition 2.1. Ceci termine la démonstration de la
proposition 2.3."

J=c(supe 3 PUvI> 0+ (3 6m)).

t>0 j=1

Z Yilyviss0
&

Remarquons que la proposition 2.3 justifie a posteriori la définition de
A-Ros(r) ou nous aurions pu choisir (Zj-; AYX;))"” en lieu et place de
(supi=o " 2= P{| X;|| > t})"". Ces deux quantités coincidant pour des variables
équidistribuées, les deux définitions possibles sont donc équivalentes.

Le théoréme suivant rassemble les premiéres propriétés des inégalités
Rosenthal et A-Rosenthal; elles sont a rapprocher de résultats analogues sur les
inégalités de type et type stable [21].

THEOREME 2.4. Soit E un espace de Banach.

(i) Si E vérifie Ros(r), E vérifie Ros(r') pour tout r' =r.

(i) Si E vérifie A-Ros(r), E vérifie Ros(r), et si E vérifie Ros(r), E vérifie
A-Ros(r') pour tout r' <r.

(iii) Si p =1, E vérifie Ros(r) si et seulement si I,(E) vérifie Ros(r).

DEMONSTRATION.  Des deux premiers points, il suffit de montrer le second, et
de ce second point, seule la deuxiéme assertion nécessite une démonstration, la
premiére étant triviale. Supposons donc que E vérifie Ros(r) et fixons r' <r;
dans ce qui va suivre C désignera une constante (ne dépendant que de r,r’ et E)
suceptible de changer de place en place. En vertu de la proposition 2.1, pour
toute suite (X;)i=j=. de v.a. indépendantes symétriques prégaussiennes bornées a

'La poissonisation de L. Le Cam (telle qu’elle est détaillée dans [3], p. 120-123) peut également
étre appliquée directement pour fournir le résultat de cette proposition.
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valeurs dans E,

A(Z; m)§C(A,'(;r§1g§||&ll)+(E{ , ’})U')

; Xiluxssa
ou 8 =inf{u >0:2;., P{| X;|> u}=(8.3")'}. Puis, par hypothése,

(e{f3 o] )"

‘Z Xilwxissa
=C ((Z E{|X; |1 (IIX;Iléao)} + IIE, G(Xiluxjsea)

)
=<{(spr 3 pxi>) (5 000))

la derniére inégalité résultant du lemme 2.2 et des propriétés gaussiennes. Le
point (ii) s’ensuit.

En ce qui concerne (iii), il suffit de prouver que si p = r et si E vérifie Ros(r),
L(E) vérifie également Ros(r). Soit (X;),s;js. une suite de v.a. indépendantes
symétriques prégaussiennes bornées a valeurs dans I,(E); (X})x=1 désignera la
suite des composantes de X; dans },(E), (G(X})).=: constitue une version de
G(X;). 1 est aisé de constater que pour tout k, (X})s<. définit une suite de v.a.
indépendantes symétriques prégaussiennes bornées a valeurs dans E. D’aprés la
proposition 2.1, C désignant comme précédement une constante suceptible de
varier d’une ligne 3 une autre,

D)

" r 1/r 1/r n
(g1 = cl(s{maror )+ (| ot
ol 8 = inf{u >0:3}., P{|X;||> u} = (8.3))'}. Toujours par la proposition 2.1,
mais cette fois-ci dans E:
n P 1/p oo n p 1p
(={13 resm] 1) = (& ] 5 2100 )
w© 1p
=c( 3, B{maxress+ 3, ({3 2 1))

ou nous avons simplifié le dernier terme par contraction. D’apreés le lemme 2.2,

© ifp n 1/p
(2 E { max || X" Ty, uss.»}) = (2 E{lx;{fr1 (nx,nsco»})
=1 1=n j=
n 1/e
sc(3E1xn)
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et, par hypothése:
(=I5 = D)
© n pir o
< c( 3 (3 muxm) "+ 5 (£{]3 oo

k=1

p

)"

Mais, en vertu de I'inégalité du triangle et des moments gaussiens équivalents,
cette derniére quantité est encore majorée par:

o((3 ax ) "+ (&{3 60 )

et la conclusion s’ensuit.

L’espace ¢, ne satisfait 2 aucune des inégalités Ros(r) hormis la propriété
triviale Ros(1) vérifiée dans tout espace de Banach. La démonstration de cette
assertion s’obtient d’une modification convenable d’un exemple de S. A.
Chobanjan et V. 1. Tarieladze [5].

PROPOSITION 2.5. L’espace ¢, ne vérifie pas A-Ros(1).

DEMONSTRATION.  Soit (£* )z une suite de v.a. réelles indépendantes de lois:

P{¢" =1}=P{¢* = -1} =3(1-P{¢* =0})= 2Logzk+1)

et soit également ((£})x=1);=1 une suite de copies indépendantes de la suite (¢).
Choisissons deux suites de réels positifs (a;)j=1 et (B(k))=1 avec (B(k))
croissante, B(k)=1 pour tout k et limi_. B(k) =, et.telles que I'inégalité
suivante soit en défaut pour toute constante C et tout entier n assez grand:

3 o= CBE) (Ml@hamd+ (3 ) ).

Posons a présent, pour tout j=1:

X = (g0,

X; est une v.a. a valeurs dans co, de gaussienne de méme covariance

_ @ Kk
GxX)= (ﬁ(k)vLo' T "

ou (gf) désigne une suite double de v.a. normales centrées réduites
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indépendantes. Pour tous n, k = 1, posons

n 2n2
E"k = q {g;(: 1} et An = kLJ Enk.
i= 21

On vérifie immédiatement que

Pa)=1-TTPEW=1-]] (l“m>

et donc que lim,_.. P(A,) = 1. Supposons a présent que c, vérifie A-Ros(1) avec
C comme constante; pour tout n, on aurait:

M3 x) = c(supe PUX > 005 600))

= C(A,((a,),g,gn)+ailAl(G(x,))(i a,?)m).

j=1

>0

A,( -)——suptP X“>t
i

n

k
a;é;

-4

>t,A,.}

>0

ZsuptP

>0

al§ i

U2
-sup it %
L2

5

= (2")(2“')“"*‘)

Lorsque n tend vers 'infini, le choix des suites (a;) et (B(k)) fournit une
contradiction; ¢, ne vérifie donc pas A-Ros(1).

Le théoréme suivant, fondamental dans notre analyse, met en évidence le
caractére de base joué par les espaces de cotype 2 vis-a-vis de I'inégalité de
Rosenthal.

THEOREME 2.6.  Soit E un espace de Banach ; E est de cotype 2 si et seulement
si E vérifie Ros(r) pour tout r.

DEMONSTRATION.  Supposons d’abord E de cotype 2. Il est bien connu [21]
que ’on peut remplacer dans la définition du cotype 2 (comme dans celle du type
2 d’ailleurs) la suite de v.a. de Rademacher par une suite gaussienne orthonor-
male (g;). Considérons alors une v.a. prégaussienne bornée sur un espace



Vol. 50, 61985 SUR UNE INEGALITE DE ROSENTHAL 303

(), %, P) a valeurs dans E. Si (%) désigne une suite de sous-tribus finies de ¥
telle que (X™) = (E{X | %v}) converge p.s. et dans L}, % P; E) vers X, nous
obtenons, pour une certaine constante C:

E{| X[} = lim E{| X" |} = Clim E{|G(X™)I'} = CE{| G(X)I}}

la premiére inégalité résultant de ’hypothése de cotype 2 (les tribus %y sont
finies) et la seconde du fait que E{f*(X")} = E{f*(X)} pour tout entier N et tout
f de E’. Soit maintenant une suite (X )=;=. de v.a. indépendantes symétriques
prégaussiennes bornées a valeurs dans E; d’apres ce qui précede,

B{|3 x| =8| 3 1

> X > G(X)

Mais alors, pour tout r, en vertu de I'inégalité de J. Hoffmann-Jgrgensen:

{2 ((ef i) "+ (]S %] 1))
: ((EE{"X"} +(e{]Z e 1))

et E vérifie Ros(r). Réciproquement, supposons que E n’est pas de cotype 2 et
montrons qu’il existe des réels r tels que E ne vérifie pas Ros(r). Nous
distinguons deux cas: si ¢, est finiment représentable dans E, E ne vérifie Ros(r)
pour aucun r >1 d’aprés la proposition précédente et le caracteére de super-
propriété de inégalité de Rosenthal. Si ¢, n’est pas finiment représentable dans
E, d’aprés un théoréme de B. Maurey et G. Pisier [21], E est de cotype fini q;
montrons alors que E ne peut vérifier Ros(r) pour r > g. Supposons au contraire
que E vérifie Ros(r) pour un r > q. Il existerait une constante C telle que, pour
toute suite finie (X|)=zj=, de v.a. indépendantes symétriques prégaussiennes
bornées et équidistribuées a valeurs dans E, on ait:

o (=]}

$X

H)é CUrE{IX: I +nE{| G-

Mais comme r > g et E est de cotype g,

34]1) =

Les constantes C et C, étant ainsi déterminées, choisissons un entier n tel que:

{13 x|']) "= cosuxine

Cn' > C(n"" +1).
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Comme E n’est pas de cotype 2, il existe des points (non nuls) x,,...,xy de E
tels que
2 } < l .
n

Posons y« = x/|xi| pour tout k et désignons par X; la v.a. de loi
Se-13]| % [F(8,, + 8-,,). Clairement | X,[|=1 p.s. et G(X;) =2, gxe de sorte
I'inégalité (3) appliquée a X, pour cet n méne a une contradiction. Ceci achéve
la démonstration du théoréme 2.6.

N N
Shab=1 et 5|3 g
k=1 k=1

Il résulte des théorémes 2.4 et 2.6 que si E est de cotype 2, I,(E) vérifie
Ros(p) si 2< p <= et Ros (r) pour tout r si 1 = p =2. Si par contre E n’est pas
de cotype 2, L,(E) ne vérifie pas A-Ros(p). C'est objet de la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.7.  Soit E un espace de Banach; si E n’est pas de cotype 2,
L(E) (1 = p <) ne vérifie pas A-Ros(p). En particulier, si 2 < p <, |, ne vérifie
pas A-Ros(p).

DEMONSTRATION. La deuxiéme partie de la proposition s’obtient simplement
en considérant E = [,, qui n’est pas de cotype 2 lorsque 2 < p <, et en utilisant
I’équivalence au sens de la finie représentabilité des différents espaces L,.
Démontrons donc la premiére assertion en supposant que [, (E) vérifie A-Ros(p)
avec C pour constante; choisissons une suite finie de réels positifs (a;)is;sn telle
que

( 21 a f) 200, (o).

"=

Un tel choix est évidemment possible. Comme E n’est pas de cotype 2, par un
raisonnement analogue a celui utilisé dans la démonstration du théoréme 2.6, il
existe une v.a. prégaussienne symétrique Y 2 valeurs dans E telle que:

IYl=1 ps. et (E{IG(MIY™” =1/2C.

Considérons une suite (Y).s;=. de copies indépendantes de Y et posons, pour
tout j=1,...,n: X; = o;Ye;, (¢) désignant la base canonique de [,. L’inégalité
A-Ros(p) appliquée a la suite (X])ixj=n 8’écrit:

(3 er) "= c(nt@rmed+55(3 ) ).
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Le choix de (a;)i<js» contredit notre hypothése de départ et la proposition
s’ensuit.

Nous comparons dans I'alinéa suivant I'inégalité de Rosenthal a des propriétés
géométriques classiques dans les espaces munis d’une structure de treillis. Il est
clair qu’un espace de type p vérifie Ros(p); la propriété de type ne s’étendant
pas au-dela de 2, cette comparaison ne peut guére étre poursuivie dans un espace
de Banach général. Dans les treillis néanmoins, la notion de convexité permet
d’aller un peu plus loin dans cette direction.

Un treillis de Banach E est p-convexe, 1 = p <, 5’il existe une constante M

telle que:
n ip n i/p
[(31¢) " |=M(S 1)

pour toute suite (x;)i=;=. d’éléments de E, et p-concave si I'inégalité inverse est
satisfaite. Nous renvoyons a [19] pour ces définitions et pour les principales
opérations de calcul dans les treillis, telle notamment la concavification [14].

Le théoréme suivant est essentiellement di a G. Pisier et J. Zinn [26] (voir
également E. Giné et J. Zinn [8]).

THEOREME 2.8. Soit E un treillis de Banach q-concave pour un q < et soit
1= p <; si E est p-convexe, E vérifie Ros(p).

DEMONSTRATION. Si p =2, E est de type p et donc vérifie Ros(p). Nous
supposons donc dans ce qui suit p > 2. Le lemme suivant de E. Giné et J. Zinn
[8] nous sera utile au cours de la preuve.

LeMME 2.9. Soit E un treillis de Banach 2-convexe et soit X une v.a.
prégaussienne bornée a valeurs dans E; alors

E{| X[}=E{GX)I}

D’aprés la proposition 2.3, il nous suffit d’établir I'inégalité Ros(p) pour des
v.a. (X)sjs~ & valeurs dans E, indépendantes, symétriques, prégaussiennes,
bornées, et équidistribuées. Désignons par (r;) une suite de v.a. de Rademacher
indépendantes, indépendante de la suite (X;). Dans ce qui suit, C désignera une
constante (ne dépendant pas de la suite (X;)) suceptible de changer de place en
place. En vertu des inégalités de Khintchine dans les treillis [20], par symétrie

des X,
(|} - {lS ol = cell (S1r) T
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Si (X})isj=n désigne une copie indépendante de la suite (X)).zj=, et E’
I'intégration par rapport a cette suite, on a:
n 172
+E{(31xr)")
j=1

Bxr) =|(Zwr) -={(E 1))

“Joeligren))

=e{|5 0xp-1xp)

Par suite:

{5+

A

c(=flg exr-mn] fl={(Sr) )
(llS e =l (Er) )

ou E, désigne la 2-concavification de E. E, est p/2-convexe et q/2-concave. Si
p =4, Eg est de type p/2 de sorte que

£l

Comme, d’aprés le lemme 2.9,

Le{(3 1))

)

A

n

2nlxr

i=1

“lscSenixrrzi=cS EIX

= n"(E{ X D"

=n 1/2" (E{I G(Xl)[|2})1/2 ||
= Mn"*(E{| G(Xn)IH",

on constate que E vérifie Ros(p). Si p >4, par une nouvelle application des
inégalités de Khintchine, mais dans E,, cette fois, nous obtenons:

pi2 n 1/2 || p/2
fzeef|(5xr) )
Eg) 7=1 Ep
n 14 jtp
scef](Zr)
~
puis, avec les mémes notations que précédemment,

(Brer)"=ed “Yeel(S )]

E{“Z 5| X[
P

2 AX 11X
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et par conséquent

SIDLE MG DU MR CDEDN B

i=
La 4-concavification E) de E est p/4-convexe et q/4-concave. Si p =8, E, est
de type p/4 et donc:

e]2

Il s’ensuit que E vérifie Ros(p). Si p > 8, le raisonnement se poursuit jusqu’a
I'entier m tel que p =2".

n X

Rl X

" J=ct X k= EQX.

j=1

Des propriétés que nous venons d’établir concernant I'inégalité de Rosenthal,
il ressort clairement que I’on peut dresser un paralléle entre les inégalités Ros et
A-Ros d’une part, et les inégalités de type (Rademacher) et de type stable
d’autre part. Rappelons a cet effet qu'un espace normé est de type p-stable
(1=p <2)s’il existe un réel a < p et une constante C tels que, pour toute suite
finie (6; )1==x de v.a. réelles stables de transformées de Fourier e " et toute suite
(%)1=j=n d’éléments de E, on ait:

n a lia n 1/p
e[Sl )" =c(Zrar)

‘Le parallele sera plus complet avec la proposition suivante [29].

ProposITION 2.10.  Soit E un espace de Banach; E est de type p (resp. de type
p-stable) si et seulement si il existe une constante C telle que, pour toute suite finie
(Xj)isj=n de v.a. indépendantes symétriques bornées a valeurs dans E,

lp

D) =c(3 Bux )

(resp.
n n 1p
A,,(E X,) = C(sup > P{X|> t}) )
j=1 >0  j=1

DEMONSTRATION. L’assertion concernant le type s’obtient aisément par
intégration. Nous démontrons la seconde partie. Il est clair que I'inégalité de la
proposition implique que E est de type p-stable; en effet, le choix de X; = 6x; et
le fait que sup.>o t?P{| 6;| > t} < = fournissent la conclusion. Réciproquement, si
E est de type p-stable, un théoréme important de B. Maurey et G. Pisier [23],
[21], [25], nous assure qu’il existe p’' > p tel que E est de type p'-stable et donc
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de type p’. Alors, en vertu de la proposition 2.1, de la premiére partie de
I’énoncé et du lemme 2.2,
D)

a(3%) = (A () + (E{ |3 %ross

n X 1/p'
< (A (maxI 1)+ (3 EUXF Togient) )

=j=n

n 1/p
=C(spr 3 PUXI> 1)
>0 j=1

La démonstration de cette proposition s’appuie de fagon essentielle sur le fait
que P’intervalle des p pour lesquels E est de type p-stable est ouvert. Ceci nous
conduit & poser le probléme suivant.

ProBLEME. L’intervalle des r tels que E vérifie A-Ros(r) est-il ouvert?

3. Applications aux théorémes limites

Comme les notions de type et de cotype, 'inégalité de Rosenthal est d’un
intérét particulier dans I’étude du théoréme limite central (TLC) dans les espaces
de Banach, comme il ressort déja de divers travaux [7], [31]. Par sa forme méme,
I'inégalité de Rosenthal justifie la convergence de sommes normalisées de v.a.
équidistribuées vers une loi gaussienne a partir de conditions portant  la fois sur
les moments des variables considérées et sur leur structure de covariance
gaussienne. Nous examinerons ainsi, dans ce paragraphe, le TLC classique dans
les espaces vérifiant A-Ros(2) ou Ros(2) et dans les espaces de la forme [,(E) ot
E lui-méme satisfait Ros(r) pour un certain r. Nous renvoyons a [3] pour une
présentation générale du TLC dans les espaces de Banach.

Soit E un espace de Banach; si X est une v.a. a valeurs dans E, (X, ).z
désignera désormais une suite de copies indépendantes de X et, pour tout n,
S (X)=X;+---+X,. On dit alors que X vérifie le TLC si la suite
(S+(X)/'V/n)=; converge en loi dans E vers une mesure de Radon. Sa limite est
bien entendu, d’aprés le TLC en dimension finie, une v.a. gaussienne de méme
structure de covariance que X, de sorte qu’une v.a. vérifiant le TLC est
nécessairement prégaussienne.

Les deux théorémes suivants sont les résultats les plus connus (et peut-étre les
plus importants) concernant le TLC dans les espaces de Banach. Ils caractérisent
les propriétés de type 2 et de cotype 2 a partir du TLC.

TrEOREME 3.1. [11], [24] Soit E un espace de Banach; E est de type 2 si et
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seulement si toute v.a. centrée X a valeurs dans E telle que E{| X |} < ® vérifie le
TLC.

THEOREME 3.2.  [4], [12], [24] Soit E un espace de Banach ; E est de cotype 2 si
et seulement si toute v.a. prégaussienne a valeurs dans E vérifie le TLC.

La différence essentielle entre ces deux énoncés provient du fait que si le
caractére prégaussien est nécessaire pour le TLC, en général une v.a. X
satisfaisant au TLC n’est pas de carré intégrable en norme; on peut seulement
affirmer que [1], [26]:

lim *P{| X ||> 1} =0.

Cette observation conduit a étudier les espaces dans lesquels les conditions X
prégaussienne et lim,_... ’P{| X||> t} = 0 sont (nécessaires et) suffisantes pour
que X vérifie le TLC. Ces espaces sont en fait caractérisés par I'intermédiaire de
I'inégalité de Rosenthal de la fagon suivante.

THEOREME 3.3. Soit E un espace de Banach; E vérifie A-Ros(2) si et
seulement si toute v.a. prégaussienne X a valeurs dans E telle que
lim,_... *P{| X || >t} =0 vérifie le TLC.

Compte tenu des diverses propriétés établies dans la section précédente, ce
théoréme généralise plusieurs résultats récents sur le TLC dans certains espaces
de Banach [26], 8], [18], et situe le théoréme 3.2 dans cet ensemble. L’énoncé
3.1, quant 2 lui, peut se préciser avec Ros(2), justifiant ainsi la différence issue de
’hypothese d’intégrabilité au carré.

THEOREME 3.4. Soit E un espace de Banach ; E vérifie Ros(2) si et seulement
si toute v.a. prégaussienne X a valeurs dans E telle que E{| X |} < vérifie le
TLC.

Nous nous contenterons de la preuve du théoréme 3.3, celle du théoré¢me 3.4
étant entierement analogue. La proposition suivante nous sera utile en cours de
démonstration ainsi que lors des développements ultérieurs; c’est I’argument
usuel (et essentiel) [24] d’approximation par des v.a. de dimension finie.

PROPOSITION 3.5. Soit E un espace de Banach; une v.a. X sur (Q, % P) a
valeurs dans E vérifie le TLC si et seulement si il existe, pour tout € >0, une v.a.
étagée centrée Y sur (0, &, P) telle que

sx:p A, (Q'JXV_;—Y)) <e.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3. Si E vérifie A-Ros(2), il existe une
constante C telle que, pour toute v.a. prégaussienne X & valeurs dans E
vérifiant lim,_.. *P{| X || >t} =0, on ait:

L (X

sup A, (ﬂ—)) = CALX)+ ALG(X))).
. Vn

Soit alors X une telle v.a.; montrons qu’elle vérifie le TLC. Pour tout £ > 0, nous

construisons une v.a. étagée centrée Y telle que:

AX = Y)+A(G(X - Y)<e.

A cet effet, nous pouvons supposer, sans perte de la généralité, X bornée
compte tenu du fait que

lim (Ao (XTy-0) + A2 (G(XT yxy-0))) = 0.

X étant définie sur (2, &, P), considérons, comme déja précédemment, une suite
croissante (%) de sous-tribus finies de F telle que (X") = (E{X l Fn}) converge
p.s. et dans L,(£), %, P; E) vers X. Le procédé d’approximation sera clairement
explicité et Y mise en évidence si nous montrons que la suite (G(X")) converge,
dans L,(E) par exemple, vers G(X). Or pour tout entier N et tout f de E’,

E{f(X"}=E{f*(X)} et lim E{f(X")}=E{f'(X)},

de sorte que, en vertu des propriétés de comparaison gaussienne, la suite
(G(X™)) est relativement compacte pour la topologie de la convergence étroite
et converge pour cette topologie vers G(X). De P'intégrabilité gaussienne, nous
déduisons que cette convergence a également lieu dans L(E) ce qui était
demandé. L’inégalité A-Ros(2) pour X — Y et la proposition 3.5 permettent
alors de conclure. Réciproquement, si dans E toute v.a. prégaussienne X telle
que lim,.. t*P{| X || > t} = 0 vérifie le TLC, un argument de graphe fermé entre
Padhérence des v.a. étagées centrées sur ({2, % P) pour la norme A,(X)+
A(G(X)) et les v.a. X sur (Q, %, P) telles que sup, A»(S.(X)/Vn) < ® fournit
une constante C telle que, pour toute v.a. prégaussienne symétrique bornée X a
valeurs dans E,

sup A, (%}:)) = C(A:(X) + AG(X))),

la constante pouvant étre choisie indépendante de I’espace d’épreuves. E vérifie
donc A-Ros(2) en vertu de la proposition 2.3.
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Si le théoréme 3.3 caractérise les espaces de Banach dans lesquels les
conditions nécessaires classiques pour le TLC sont également suffisantes, il laisse
bien entendu de coté nombre d’espaces ol le probleme limite central n’est pas
résolu, & commencer par les espaces de la forme I,(E) lorsque 1=p=2et E
n’est pas de cotype 2 qui ne vérifient pas A-Ros(2) (cf. proposition 2.7 et 8],
[18]). Le théoréme suivant, qui a pour origine un énoncé de E. Giné et J. Zinn
[8] dans les espaces Ix(l,), 2<p <, donne des conditions nécessaires et
suffisantes non classiques pour le TLC dans certains de ces espaces a partir de la
seule loi de la variable considérée. L’inégalité de Rosenthal apparait de fagon
naturelle au cours des démonstrations.

Introduisons pour commencer les notations nécessaires & la présentation du
résultat. Soit E un espace de Banach et soit p un réel de [1,);si X estunev.a.a
valeurs dans [,(E), (X* )21 désignera la suite de ses composantes dans I,(E). Il
est clair que si X est prégaussienne dans l,(E), toutes ses composantes le sont
dans E et (G(X*))=: constitue une version de G(X). X étant fixée 2 valeurs
dans [,(E), posons, pour tout entier n,

L(X)= (gl E { max (l%—:’;”)”[ 1%, =0t }) “p,

1=j=n

J.(X) = ( i ("E {(%—%ﬂ)l X800 IX S 50000} })p/’) "

k=1
ou r est un réel positif (précisé dans la suite) et ou
So(n) =inf{u >0:nP{| X||>u}=(8.3")"}
et
So(k, n) =inf{u > 0: nP{| X* || > u,|| X || = 8o(n)} = (8.3°)'}.
(ex )= désignant la base canonique de I,, pour tout entier N nous noterons Iy
et Ry les opérateurs de [,(E) dans lui-méme définis par: si x =(x*)€ ,(E),

HN(x)=k2 x“ex, Rn(x)=x —In(x).

Le résultat annoncé est alors le suivant.

THEOREME 3.6.  Soient p €[1,), r € (2,) et E un espace de Banach; si E est
de cotype r et vérifie Ros(r), pour qu’une v.a. X a valeurs dans I,(E) vérifie le
TLC, il faut et il suffit que les quatre conditions suivantes soient réalisées:

(i) X est prégaussienne;
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(i) lim,.. *P{IX])> 1} =0;
(iii) iy i, LRy (X)) = 0;
(V) Timye liMaese Jo (Rn (X)) = 0.

REMARQUE. Sip >2, I,(E) vérifie Ros(r A p), donc A-Ros(2), de sorte que le
TLC est, dans ce cas, caractérisé par le théoreme 3.3. Cette situation est
contenue dans I’énoncé 3.6 puisque I’on vérifie aisément que si p > 2, pour toute
v.a. X a valeurs dans [,(E) telle que Ay(X) < et tout entier n:

L(X)+J.(X)= CA(X)

pour une certaine constante C. De la méme fagon, si 1 = p =2 et E est de cotype
2, les lemmes 3.7 et 3.8 ci-dessous montrent immédiatement que pour toute v.a.
prégaussienne X dans [,(E) et tout entier n:

L(X)+J.(X) = CA(G(X)).

DEMONSTRATION.  Elle se décompose en trois lemmes d’intérét indépendant.
C désignera tout au long de la preuve une constante ne dépendant que des
paramétres de ’énoncé et suceptible de changer de place en place.

LeMME 3.7. Soient p un réel de [1,) et E un espace de Banach'; pour toute
v.a. centrée X a valeurs dans I,(E) telle que Ax(X)< et tout n,

L(X)= C(AZ(X)+ E{HLS?(/_)—:)-“})

DEMONSTRATION.  Supposons pour commencer X symétrique. D’aprés les
inégalités de Lévy et Hoffmann-Jgrgensen (voir proposition 2.1), pour tout
entier n:

]

o0

rx)s23 B || \/-Imxusw»

26| ]

=<((35) -+ (521))

On vérific immédiatement que 8o(n)= C VnA,(X). Par ailleurs, si X est
seulement centrée, le remplacement de X par rX dans les opérations
précédentes, ou r désigne une v.a. de Rademacher indépendante de X, et
I'inégalité

n
g # Lyssynn
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E{|1S. (X))} = 2E{|S. (X[}
fournissent la majoration désirée.

LeMME 3.8. Soient p un réel de [1,») et E un espace de Banach de cotype
r €(2,); pour toute v.a. centrée X a valeurs dans I,(E) telle que Ay(X)<x et
tout entier n,

L(X)= C(Az(X) + E{]ls—\(/_’—:l“ })

DEMONSTRATION.  Supposons X symétrique; pour tout n, sous ’hypothése de
cotype r de E,
)

Ix)y=C 2 " \/— I X% Btk m) X803

k=1

puis, par la proposition 2.1,

1 Wx;I=30tn)}

|

JA(X)= Cz {
On conclut alors comme dans le lemme précédent.

LEMME 3.9. Soient p un réel de [1,») et E un espace de Banach vérifiant
Ros(r) pour unr > 2; pour tout v.a. prégaussienne X a valeurs dans I,(E) telle que
Ay(X) < et tout entier n,

A; (-SL\(/—?) = C(AAX)+ AACG (X)) + L(X) + J.(X)).

DEMONSTRATION. Soit X prégaussienne symétrique a valeurs dans I, (E)
vérifiant A,(X) < et soit n un entier; d’aprés la proposition 2.1:

w355 e (maE) + (2] 3 )

2 ‘n L T psssonn

)

ou 8s(n)=inf{u >0:nP{|X|> u}=+}. Par une nouvelle application de la
proposition 2.1,
"] )

g

II/\

Az(X)+ {“ \/"I(”X"<8u("))

n

2 I Wxl=s5n

A

AR =llE

I 1515800}
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En résumé:

w(59) < oo (3

A présent,
-2 =113

)
p],
1)

Enfin, E vérifiant Ros(r), le deuxieéme terme de cette derniére expression se
majore par

I I l=s0(mt

n
= Iyxssgny 2 I W=
I \/_ ° *Vn °

quantité majorée, en vertu de la proposition 2.1, par:

C(Iﬁ(X)Jr 3 (E{

k=1

o X
E Ly
{1X 5 =80k, n)[IX; 1= 8o(n )}
j=1 \/1—1 ! ? ! d

CJH(X)+ A(G(X))).

L’assertion du lemme s’ensuit pour X symétrique; le cas général s’en déduit par
symétrisation.

Concluons a présent la démonstration du théoréme 3.6. La nécessité des
conditions (iii) et (iv) s’obtient des lemmes 3.7 et 3.8: pour tout N, par
convergence des moments dans le TLC,

@(In (Rn (X)) + T (Ry (X)) = C(AARN (X)) + A(G (R (X)),
d’ou le résultat compte tenu de
Illl_f}l (A2(Rn (X)) + A(G(Rn (X)) = 0.

Réciproquement, les conditions (i}-(iv) étant satisfaites, le lemme 3.9 fournit,
pour tout £ >0, un entier N tel que

Pour tout k = 1,..., N, le théoréme 3.3 s’applique aux v.a. X* a valeurs dans E;
il s’ensuit que Ily (X) satisfait au TLC dans [,(E). La proposition 3.5, plus
précisément sa preuve, nous assure alors que X vérifie le TLC. Ceci termine la
démonstration du théoréme 3.6.

REMARQUE. Le lecteur se convaincra aisément de ce que les raisonnements
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ci-dessus permettent également de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes pour quune v.a. X a valeurs dans L, (L,(...(},(E))...)), 1=
Pi,Dz,- .., pi <%, E de cotype r et vérifiant Ros(r), r € (2, «), satisfait au TLC, a
partir de la seule loi de la variable X. Nous ne les détaillons pas pour alléger la
présentation.

Si I'inégalité de Rosenthal est d’un intérét particulier dans I’étude du TLC
dans les espaces de Banach, elle n’est pas limitée a ce seul cadre; nous concluons
cet article par une caractérisation de I'inégalité de Rosenthal a partir de la loi des
grands nombres, caractérisation analogue a celle de la propriété de type [11].

TuEOREME 3.10. Soient r €[1,%) et E un espace de Banach; les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) E veérifie Ros(r);

(i) pour toute suite (X;);=, de v.a. indépendantes prégaussiennes a valeurs dans
E, si:

2 Ef ]3(' ! <o et Z -C—K]‘X’) converge p.s.,
=t i=1
alors la suite (X;) satisfait a la loi des grands nombres, i.e.

limlz Xi=0 ps.
=1

e

DEMONSTRATION. (i) = (ii). Par hypothése, il existe une constante C telle
F=1

|5 311 = (5 {5 552 )

Donc 27~ X;/j converge p.s. et (X;) vérifie la loi des grands nombres en vertu du
lemme de Kronecker. (i) = (i). Si I'implication du point (ii) est satisfaite, la suite
((1/n)Zf<; X;)n=1 converge non seulement p.s. mais dans L,(E) [10]. Ainsi, par
un argument de graphe fermé, il existe une constante C telle que ’on ait, pour
toute suite (X;) de v.a. indépendantes prégaussiennes bornées a valeurs dans E:

b (el ) =el(SE0) " (e 5 20 ) ).

Considérons une suite finie (X;)=;=a de telles v.a. et appliquons cette inégalité a
la suite

S G(X)
A

©,...,0,X.,...,X.,0,0,...);
[—'

m termes
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on a:
l ] ( J) l-l ”I J

IM

m+1((2 EIxI) "+ ||§‘1 G(X)l]

et quand m tend vers I'infini nous constatons que E vérifie Ros(r).

Nous construisons pour finir un exemple d’une suite de v.a. a valeurs dans I,
p >2, pour laquelle les propositions classiques sur la loi des grands nombres
dans les espaces de Banach ne permettent pas de conclure et qui entre dans le
cadre d’application du théoréme 3.10. Nous nous plagons donc dans I,, p >2.
Soit (r;) une suite double de v.a. de Rademacher indépendantes; pour tout j,
désignons par n; la partie entiére de j*>. Posons

X = 21 I(..};«.ﬁu)"}‘ek
ol (e:) est la base canonique de I,. Clairement || X;|” = n; de sorte que
i alid
SEQXH ..
i= ]
Par ailleurs,

G(X;)= ;1 I(n§§k<..§+n,;g,'-‘ek

ol (g;) est une suite double de v.a. normales centrées réduites indépendantes.
Pour tout j = jo, suffisament grand les intervalles [n?, n? + n;) sont disjoints et
donc

|| || ’ 2 I(n,ék(n,+n,)g) | }
i=io

f=io ]

=E{lgil"}22

'al'—‘

I(n";sk<n§+n‘)

=E{gin Y <.

—IO

I, vérifiant Ros(p), nous en concluons que cette suite satisfait a la loi des grands
nombres. Méme si [, p > 2, est de type 2 [11], [15], [30], et 2-lisse [9], les lois des
grands nombres dans ces espaces n’autorisent pas une telle conclusion puisque:
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® 2
SEXN
i= 1
et méme:
LS EIXR =53 1% FA0 ps
n2 o j n £ j e
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