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ABSTRACT 

This paper studies an inequality of H. P. Rosenthal for vector yalued random 
variables, its relations with some geometric properties of Banach spaces and its 
applications to the study of the central limit theorem in Banach spaces. 

Cet article est consacr6 ~ l'6tude d'une in6galit6 de H. P. Rosenthal pour des 

variables al6atoires vectorielles, de ses liens avec certaines propri6t6s 

g6om6triques des espaces de Banach et de ses applications ~ l'6tude du th6or~me 

limite central dans les espaces de Banach. 
A la recherche de nouveaux sous-espaces compl6ment6s de L,, H.P. 

Rosenthal [27], [28], d6montre en 1970 la g6n6ralisation suivante des in6galit6s 

de Khintchine: pour tout r6el r de (2,~), il existe une constante C, telle que l'on 
ait, pour toute suite finie (Xj)]~j_~ de variables al6atoires r6elles ind6pendantes 

sym6triques et born6es: 

la notation - c ,  signifiant qu'entre le membre de gauche G et le membre de 

droite D, on a les in6galit6s: C,1D <= G <= C,D. Nous nous proposons ici 

d'6tudier la validit6 et les propri6t6s de ces in6galit6s pour des variables 

al6atoires h valeurs dans un espace de Banach suivant la nature de ce dernier. 

Un probl~me de d6finition surgit d'embi6e car le simple remplacement des 

valeurs absolues par des normes ne permet gu~re d'aUer au-del~t des notions de 
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type et de cotype d'espaces de Banach. La bonne d6finition a 6t6 mise en 

6vidence par J. Zinn [31]: en notant (G(X/))I~j~ des variables al6atoires 
gaussiennes centr6es et ind6pendantes telles que, pour tout j = 1, . . . ,n,  
E{G(Xj) 2} = E{X~}, les in6galit6s de Rosenthal s'expriment 6galement sous la 

forme 

(E{ X, I'/)1"-c, E/IX  (E( 12]) ''2 

Cette fois-ci, le remplacement des valeurs absolues par des normes n'est plus 

trivial en dimension infinie, du moins dans la partie majoration du membre de 

gauche par celui de droite que nous appelerons d6sormais in6galit6 de 

Rosenthal. C'est sous cette forme que la premiere extension des in6galit6s de 
Rosenthal a 6t6 obtenue dans les espaces Lp, 2 < p < ~ [7]. 

D6crivons ~t pr6sent le contenu de l'article: apr~s un paragraphe pr61iminaire, 
nous d6velopperons les principales propri6t6s de l'in6galit6 de Rosenthal. 

Celles-ci s'apparentent ~ diverses propri6t6s de l'Jn6galit6 de type Rademacher 
et nous compl6terons ~ cet 6gard rin6galit6 de Rosenthal par une in6galit6 

A-Rosenthal jouant un r61e analogue ~ celle du type stable. Parmi les outils 

essentiels utilis6s dans les d6monstrations de ces propri6t6s, figure l'in6galit6 de 

J. Hottmann-JOrgensen [10] pr6sent6e dans une forme adapt6e due ~ E. Gin6 et 

J. Zinn [8] comme substitut pour des sommes de variables al6atoires 

ind6pendantes queleonques de th6or~mes usuels sur les sommes de variables de 
Rademacher ou gaussiennes. Jointe hun r6sultat de B. Maurey et G. Pisier [21], 

elle nous permettra en particulier de montrer qu'un espace de Banach est de 
cotype 2 si et seulement si il v6rifie i'in6galit6 de Rosenthal h tous ies ordres. La 
troisi~me partie est consacr6e aux applications de l'in6galit6 de Rosenthal 

l'6tude du th6or~me limite central classique dans les espaces de Banach, qui est 
d'ailleurs ~ l'origine de l'int6rSt port~ ~ cette in~galit6 [7], [31]. L'in~galit~ de 

Rosenthal caract6rise les espaces dans lesquels les conditions n6cessaires 

classiques pour le th6or~me limite central sont 6galement suffisantes; elle permet 

aussi d'6tudier ce m6me th6or~me limite central dans les espaces de la forme 

Ij,(E). Une caract6risation de l'in6galit6 de Rosenthal par l'interm6diaire de la 

loi des grands nombres conclut ce travail. 

1. Pr~liminaires 

Soient E et F deux espaces norm6s; E est liniment repr6sentable dans F si 

pour tout e > 0 et pour tout sous-espace de dimension finie Eo de E, il existe un 
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sous-espace Fo de F et un isomorphisme u de Eo sur Fo tel que, pour tout x dans 

Uo: 

IIx II----II u(x)ll (1 +  )llx II. 

La d6finition de finie repr6sentabilit6 conduit ~ celle de super-propri6t6. Une 

propriEt6 ~ d'espaces de Banach est une super-proprift6 si, quand E poss6de ~, 

tout espace de Banach finiment repr6sentable dans E poss~de ~galement ~. 

Un espace norm6 E est de type p => 1 (resp. de cotype p > 0) s'il existe une 

constante C et un r6el a de (0, oo) tels que l'on ait, pour toute famille finie 

(x~)~j~. d'616ments de E:  

E ,=,~ rjxj j j  <= (resp. _->) C Ilxj II e)1" 

off (rj) d6signe une suite de variables al6atoires de Rademacher ind6pendantes 

(c'est-h-dire une suite de variables al6atoires r6elles sym6triques ind6pendantes 
ne prenant que les valeurs + 1 et -1) .  

Fixons quelques notations concernant les espaces Lp. Si E est une espace 

norm6, p u n  r6el de [1,~) et (S,E,/z) un espace mesur6, L~(S,E,/~;E) (not6 

Lp(E) lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible) d6signera l'espace des 
fonctions mesurables f sur S ~ valeurs dans E telles que 

I1[11 = IIf(s)ll  (ds) < 

Lorsque S sera N muni de la mesure de d6nombrement,/.~,(S, ~,/z ; E)  sera not6 
lp (E) et si E = R les espaces pr6c6dents seront d6sign6s plus simplement par~: L~ 

et l~. Comme d'habitude, Co d6signera respace des suites r6elles convergeant 
vers 0 muni de sa norme usuelle. 

Introduisons ~t pr6sent les quelques notions probabilistes qui nous seront 

utiles. Soit E un espace de Banach sur le corps des r6els muni de sa tribu 

bor61ienne. Une variable al6atoire (v.a.) X ~ valeurs dans E d6signera ici une 

application mesurable d'un espace probabilis6 (~, ~:, P) dans E telle que l'image 

de P par X d6finisse une mesure de Radon sur la tribu bor61ienne de E;  X 
prend donc presque sflrement (p.s.) ses valeurs dans une partie s6parable de E et 

nous aurions pu 6galement supposer E s6parable. Toute v.a. de/~(1"~, ~, P; E)  

(1 =< p < ~) est limite presque st~re et dans/.~,(E) de v.a. 6tag6es. Une v.a. X est 

sym6trique si X et - X  ont m6me loi. Les sommes de v.a. ind6pendantes et 
sym6triques v6ritient le principe de contraction [13]; le plus souvent, nous 

l'utiliserons sans commentaire sous la forme suivante: soient (Xj)l_~j~n une suite 
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finie de v.a. indEpendantes symEtriques bornEes, (aj)l_~j=, une suite de v.a. rEelles 

avec J aj J _--- 1 p.s. pour tout j = 1,. . . ,  n e t  telle que la suite (ajXj)t~i~, soit encore 

formEe de v.a. indEpendantes et symEtriques; alors, s i p  ->_ 1, 

E ajXj <- E Xj . 
j=l 

Une v.a. G h valeurs dans E est gaussienne si pour toute forme linEaire f sur 

E , / ( G )  est gaussienne rEelle. Les v.a. gaussiennes ont des moments de tous 

ordres, Equivalents [6], [16]: pour tout p de (0, ~), il existe une constante Cp telle 

que, pour toute v.a. gaussienne G, 

E{ll a Ij}-c, (E{ll O I1'})'" <oo. 

Les v.a. fi covariance gaussienne seront d'un inter& particulier dans ce travail. 

Une v.a. X ~ valeurs dans E telle que, pour tout ElEment [ du dual E '  de E, 

E{ff(X)} < oo et E{f(X)} = 0, est dite prEgaussienne s'il existe dans E une v.a. 

gaussienne centrEe G de m6me structure de covariance, c'est-h-dire telle que, 

pour tout f de E', E{f2(X)} = E{f2(G)}. Darts ce qui suit, nous dEsignerons par 

G(X) une v.a. gaussienne (unique en loi) de m6me covariance que X et si (Xj) 

est une suite de v.a. pr6gaussiennes indEpendantes, il sera toujours sous-entendu 

que la suite (G(Xj)) des gaussiennes associEes est Egalement formEe de variables 

indEpendantes. L'espace des v.a. pr6gaussiennes intEgrables X sur (fl, if, P)  

valeurs dans un espace de Banach E muni de la norme E{II X + E{ll a(x)ll~ est 
un sous-espace vectoriel fermE de Lt($"~, .-~, P; E). Ceci r6sulte immEdiatement 

du lemme suivant qui nous a 6tE communique par X. Fernique. 

LEMME 1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et soient X et Y deux v.a. 
prs sur (l-l, ~, P) fi valeurs respectivement dans E et F; alors, le couple 
(X, Y) est prdgaussien dans E x F. En particulier, si E = F, il existe des 
r~alisations de G(X) et G(Y) telles que G(X)+ G ( Y ) =  G(X + Y). 

Dt~MONSTRATION. Soit (r(X, Y) la sous-tribu de o% engendr6e par les v.a. X et 

Y e t  soit H I'espace de Hilbert s6parable L2(fl, (r(X, Y), P; R). DOsignons par 

(h~)k~l une base orthonormale de H et supposons qu'il existe sur (II,,~) une 

suite (gk)~_>l de v.a. normales centrEes rEduites indEpendantes. Alors, le vecteur 

gaussien G(X, Y) de composantes: 

G(X, Y)=  (k~__~ gkE{hkX}, ~l  gkE{hk Y} ) 

valeurs dans E • F a m6me covariance que le couple (X, Y). Si E = F, les deux 
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composantes de G(X, Y) constituent des versions respectivement de G(X) et 

G(Y) telles que G(X)+ G(Y) a m6me covariance que X +  Y. 

Nous utiliserons 6galement par ia suite les propri6t6s classiques de com- 

paraison des vecteurs gaussiens, par exemple sous la forme de l'in6galit6 de T.W. 

Anderson [2] (et la aussi, ie plus souvent, sans autre commentaire): si G et G' 

sont deux v.a. gaussiennes sur (fl, ~, P) a valeurs dans E telles que, pour tout [ 
de E', E{f2(G)}<-E{f2(G')}, alors, pour tout convexe sym6trique C de E, 
P{G E C} >= P{G' @ C}. I1 en r6sulte imm6diatement que si X est pr6gaussienne 

dans E et si E{f2(Y)} =< E{f2(X)} pour tout f de E', la v.a. faiblement centr6e Y 
est aussi pr6gaussienne. 

Nous concluons ces pr61iminaires par la d6finition des fonctionnelles Ap 

(0 < p < oo). Si X est une v.a. ~t valeurs r611es, on d6notera 

\ lip 

Ap(X)= ( sup teP{ lXl>  t} ) , 

et si X est h valeurs dans E, A tX)=AptlIXI[). Lorsque l < p < o %  ces 
fonctionnelles sont 6quivalentes ~t des normes et d6finissent les espaces de 

Lorentz Lp| On a par ailleurs, trivialement, les encadrements suivants, pour 

tous p > q et toute v.a. r6elle X: 

< q l/q = ( p _ ~ q ) l / q  
Aq(X)=(E{IXl D < Ap(X). 

Pour les suites de r6els (ai)j~, les fonctionnelles Ae sont d6finies par: 

( )~'P 
X~((ai))= suptPCard{j : la i ]>t}  , 

\ t>O 

et les comparaisons avec les normes lp donn~es par: 

2. L'in~galit~ de Rosenthal 

Un des outils essentiels de l'6tude de l'in6galit6 de Rosenthal est constitu6 par 

l'in6galit6 de J. Hottmann-JOrgensen ([10] p. 164-165, [3] p. 107). Nous 

rutiliserons principalement sous une forme due h E. Gin6 et J. Zinn [8] que nous 
pr6sentons avant de poser la d6finition vectorielle de l'in6galit6 de Rosenthal. 

Ainsi adapt6e, I'in6galit6 de Hottmann-JOrgensen joue le r61e pour des sommes 
de v.a. ind6pendantes quelconques des th6or~mes de Kahane [13] et Fernique 
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[6], Landau-Shepp [16], assurant l'6quivalence de tousles moments des sommes 

respectivement de v.a. de Rademacher  ind6pendantes et de v.a. gaussiennes 

ind6pendantes. 

PROPOSITION 2.1. Soit E un espace de Banach ; pour tous 0 < p, q < ~, il existe 

une constante C ne d~pendant que de pe t  q telle que, pour route suite finie (Xi )l ~i~, 

de v.a. inddpendantes symdtriques it valeurs darts E vdrifiant pour tout j, 

Eil lx ,  ll~}< ~ (resp. A p ( X i ) < ~  ), on ait: 

" p ' "  l / p  / E  - - l i p  q l / q  

(resp. 

o• 60 = inf {u > 0: ET=, P{II X, II > u} = (8.3 ~)-'}. 

Nous aurons 6galement besoin du petit lemme technique suivant. 

LEMME 2.2. Soient (Xi)~=j~_, une suite de v.a. rdelles positives, a un rdel de 

(0, oo) et 6o = inf{u > 0:E;'=I P{Xj > u} = a}; alors, pour tous 0 < p < q < ~, 

',q q ~',q ( s u p t  p "P (j:~E{X~I,x~8o,}) <-_(q_p/  a'/ '- '/P >o , ~ P { X j > t } )  

DI~MONSTRATION. 

q E{XjI~xj~o~} = P{Xi > u}du ~ 
j=l  

( n )/o O Uq =< sup t e ~] P{X/>  t} u p 
\ t>0 j=l  

( ,/ =<----q--- 6 q-" sup t ~ P{X/>  t . 
q - p  \ ,>o = 

Or, pour tout u > O, 

n n 

u ~ ,__Z= PtX, > ul = sup,~o e ,o,Z P/X, > t/, 

de sorte que 
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n \ l ip 

- ' / ' / s u p f f i ~ P { X / > \  ,>o "= 60 < a t}) . 

La conclusion s'ensuit. 

Ces pr61iminaires 6tant pos6s, d6finissons fi pr6sent l'in6galit6 de Rosenthal 

sous sa forme vectorielle. 

DI~FINITION. Soit r u n  rdel de [1, 0o) et soit E un espace de Banach ; E vdrifie 

l'indgalitd de Rosenthal d'ordre r horde Ros(r) (resp. l'indgalitd A-Rosenthal 

d '  ordre r notde A-Ros(r)), s'il  existe une constante C teUe que l" on air, pour toute 

suite time (Xj)t~j~, de v.a. inddpendantes symdtriques prdgaussiennes borndes 

valeurs dans E: 

(1) 

(resp. 

(2) A, _--- C sup t r PIlIXJ II > t + A, a . 
\ \  t>O ]=1 

REMARQUES. (1) L'in6galit6 co-Ros(r) d6finie en exigeant que l'in6galit6 
inverse de (1) soit satisfaite n'est que d'un int6r& relatif dans cette 6tude; il est 
ais6 de constater en effet que l'in6galit6 co-Ros(r) est satisfaite si et seulement si 
E est de type 2 et de cotype r. 

(2) Si X est une v.a. pr6gaussienne born6e sur (1), o%, P)  fi valeurs dans E, le 
th6or~me de convergence des martingales vectorielles nous assure l'existence 

d'une suite croissante (,~N) de sous-tribus finies de ~ telle que (X~) = 
(E{X]~;n}) converge p.s. et dans tous les Lp(~'I,~z,P;E) vers X. Comme 

E { f 2 ( X N ) } < E { f ( X ) } ,  nous en d6duisons en outre que E{IIG(XN)IIe} < 

E {[[ G(X)[[P }. Ces consid6rations j ustifient la possibilit6 d'une approximation par 

des v.a. 6tag6es dans les in6galit6s Ros et A-Ros de sorte que ces derni~res 

d6finissent des super-propri6t6s. Par ailleurs, la bornitude des X/ peut 6tre 
remplac6e par les conditions E{[IXj'II'}< oo (resp. A , ( X j ) < ~ )  pour tout j = 

1, . . . ,  n, et, par un argument classique de d6sym6trisation, la sym6trie peut 6tre 

omise (les variables pr6gaussiennes sont centr6es). 

(3) Les in6galit6s Ros(r)  et A-Ros(r) ne sont pas modifi6es quand les membres 
de gauche de (1) et (2) sont remplac6s par (E{[IE,=~ Xj [[,})1/,, resp. A,(E~=I Xj), 

pour n' importe quel s =< r. C'est une cons6quence de l'in6galit6 de J. Hoffmann- 
J0rgensen; v6rifions-le par exemple pour Ros(r),  C d6signant ci-dessous une 
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constante suceptible de changer de la premiere ligne ~ la seconde: 

({IL  (({ //"r({ll II}) E x, ll~) ~ c  E maxllX, ll" + ~ 2 x ,  
i=1 

Nous formulons la prochaine remarque sous forme d'une proposition; elle 
permet de passer de v.a. de m6me ioi ~ des variables quelconques. Le principe de 

la d6monstration est celui de la proposition 5.1 de [24] doubl6 d'un argument de 

L. Le Cam [17] de la th6orie de la poissonisation adapt6 ici h des lois 
multinomiales. 

PROPOSmOS 2.3. Si l'indgalitd (1) (resp. (2)) est satis[aite pour des v.a. 
indipendantes symdtrblues prdgaussiennes bomdes et dquidistribu~es, E v~ri]ie 
Ros(r)  (resp. A-Ros(r)). 

D~MONSTRATION. D6taillons d 'abord le cas de Ros(r). D6signons par 

(Yi)1-~i-~, une suite finie de v.a. ind6pendantes sym6triques pr6gaussiennes 

born6es h valeurs dans E. Soient 6galement (q~j)l_~j~, des v.a. r6elles sym6triques 

supports disjoints, ind6pendantes de la suite (Yj)I_~j_~, et telles que, pour tout 
j = l  . . . . .  n, 

1 
e{q~j = 1} = V{q~j = - 1} = �89 - e{q~, = 0}) = 2--n" 

Consid6rons X = X~=, ~piY/et d6signons par (X~)~i~. des copies ind6pendantes 
de X;  par hypoth~se, 

({Ir  I//'" E X~ <= C((nEltlXII'})I" + n 'r~(E{I I G(X)II'})" ). 
i = l  

Comme 

la proposition sera 6tablie si nous parvenons/k montrer  que 

D6signons h cet effet par ((Yj~)l~j~.)l~. des copies ind6pendantes de la suite 

(Yj),_~j_~. et posons Yj o = 0 pour tout j = 1 , . . . ,  n. II est alors ais6 de v6rifier, par 
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exemple sur les fonctions caract6ristiques, que ~.;=~X~ a m6me loi que 

T,=X;=~ ~,*'o Yj~ ofa (~ ' , . . . ,  ~'7,) suit une loi multinomiale de taille n ~i n 

param~tres (I/n,..., 1/n), ind6pendante de ce qui pr6c~de. Pour tout j = 1 . . . . .  n, 

posons ~'  = ~'; ^ 1, puis S, = X~'=l X~*~o Y~. Si R,  = T, - S . ,  par sym6trie, pour tout 

t > 0  et tout (p, . . . . .  p . )E{1  . . . . .  n}" avec p~+ . - .  +p ,  =n ,  

et donc 

P{ll s ,  - R ,  II > t 1(fiT,.. . ,  5:) = ( p , , . . . ,  p,)} 

= P{II S. + R.  II > t l (~'7 . . . . .  ~'~) = ( p , , . . . ,  p,)} 

--> ~ t'{llso II > t l(~; . . . .  , ~:) = ( p , , . . . ,  po)}, 

Mais, toujours par sym6trie des Yj, si (rj) d6signe une suite de v.a. de 

Rademacher  ind6pendantes, ind6pendante des Yj et des fiT, 

> = = 5  j . 
n j t l l J  =1 

Bien que les v.a. ~'  ne soient pas ind6pendantes, la suite (rj~)l~<. est une suite 

sym6trique et le principe de contraction s'applique [22] pour fournir 

({11 ({I 
E n f i n ,  p o u r  t o u t  j = 1 . . . .  , n, 

E{I r = E{J ~::l} = P{~'~'  ~ 1}  = ] - P{~ ' ; '  = O} 

1 _.! 
= ] -  ~ n" p2+-- .+p,  =, ,  p 2 !  " p , ,  ! 

1 
= 1 -  > 1 - - ,  

= e 

ce qu'il fallait d6montrer: 

En utilisant l'in6galit6 de J. Hoffmann-J0rgensen par l'interm6diaire de la 
remarque (3), le raisonnement pour A-Ros(r)  est identique saul pour r = 1, le 

principe de contraction ne valant plus dans la forme ci-dessus pour des moments 

strictement plus petits que 1. I1 faut, pour A-Ros(1), appliquer les in6galit6s de la 
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proposition 2.1 dans toute leur force; avec les mEmes notations que 

prEcEdemment, on a, par hypoth~se et par application de la proposition 2.1: 

{ll  II/ E X~I~llx~ll~8o~ <= C ( n A , ( X )  + n ~/2A,(G(X))) 

= c t P{II Y, II > t} § A, G 
i = l  

oh ~o=inf{u>O:ne{llxJl>u}<_~. si on note x'=xI~jixij~8o)et Y ) =  

YJ/~ll~'jll~or, J = 1, . . . ,  n, le raisonnement prEcEdent s'applique ~ X' et (Y[)I~j~, et 
fournit: 

1(1 1 

n ~ 1 Comme & = inf{u > 0: E;=~ P{H Y, II > u} = ~}, la conclusion s'obtient d'une 
nouvelle application de la proposition 2.1. Ceci termine la demonstration de la 
proposition 2.3.* 

Remarquons que la proposition 2.3 justifie a posteriori la definition de 
A-Ros(r) o~ nous aurions pu choisir (E,=,A~(Xj)) ~/' en lieu et place de 

(sup,>o t '  Y~7=, P{IJXj IJ > t})'*. Ces deux quantitEs coincidant pour des variables 
EquidistribuEes, les deux definitions possibles sont done Equivalentes. 

Le thEor~me suivant rassemble les premieres propriEtEs des inEgalitEs 
Rosenthal et A-Rosenthal; elles sont ~ rapprocher de rEsuitats analogues sur les 
inEgalitEs de type et type stable [21]. 

TH~OR~ME 2.4. Soit E un espace de Banach. 

(i) Si E v~rifie Ros(r), E vdrifie Ros(r') pour tout r' <= r. 

(ii) Si E v(ri]ie A-Ros(r), E vdrifie Ros(r), et si E vdrifie Ros(r), E v~rifie 

A-Ros(r') pour tout r' < r. 

(iii) Si p >= r, E v~rifie Ros(r) si et seulement si lp(E) vdrifie Ros(r). 

DEMONSTRATION. Des deux premiers points, il suttit de montrer le second, et 
de ce second point, seule la deuxiEme assertion nEcessite une demonstration, la 
premiere &ant triviale. Supposons done que E vErifie Ros(r) et fixons r ' <  r; 
dans ce qui va suivre C dEsignera une constante (ne dependant que de r, r' et E)  
suceptible de changer de place en place. En vertu de la proposition 2.1, pour 
toute suite (Xj)~ ~j~ de v.a. indEpendantes symEtriques prEgaussiennes bornEes 

* La poissonisation de L. Le Cam (telle qu'elle est dEtaillEe dans [3], p. 120-123) peut 6galement 
6tre appliquEe directement pour fournir le r~,sultat de cette proposition. 
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valeurs dam E, 

of J go = inf { u > 0: ~'zl P(II x, II > u) <= (8 .3 ' )% Puis, par hypoth~se, 

I / r  n X ,  �9 1/ 

la derni~re in~galit~ r~sultant du lemme 2.2 et des propri~t~s gaussiennes. Le 
point (ii) s'ensuit. 

En ce qui concerne (iii), il suflit de prouver que s ip  _-> r et si E v~rifie Ros(r), 
g (E)  v~rifie ~galement Ros(r). Soit (Xj),~j=, une suite de v.a. ind~pendantes 
sym~triques pr~gaussiennes born~es ~ valeurs darts/p(E); ( X ~ I  d~signera la 
suite des composantes de Xj dans lp(E), (G(X~)k~ constitue une version de 
G(Xj). I1 est ais~ de constater que pour tout k, (X~)~j~<, d~finit une suite de v . a .  

ind~pendantes sym~triques pr~gaussiennes born~es ~ valeurs dam E. D'apr~s la 
proposition 2.1, C d~signant comme pr~c~dement une constante suceptible de 
varier d'une ligne ~ une autre, 

ofl go = inf {u > 0: Ej'=~ e(ll X, l] > u)<= (8.3)')-1). Toujours par ia proposition 2.1, 
mais cette fois-ci dans E:  

ofi nous avons simplifi~ le dernier terme par contraction. D'apr~s ie lemme 2.2, 
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et, par hypoth~se: 

xrll'/;'  1" 

~,xr , ,~)  , ~ ~ ) �9 j = l  = 

Main, en vertu de l'in~galit6 du triangle et des moments gaussiens 6quivalents, 

cette derni~re quantit6 est encore major6e par: 

x, ,, )'", {llN 

et la conclusion s'ensuit. 

L'espace Co ne satisfait ~ aucune des in6galit6s Ros( r )  hormis la propri6t6 

triviale Ros(1) v6rifi6e dans tout espace de Banach. La d6monstration de cette 

assertion s'obtient d'une modification convenable d 'un exemple de S. A. 

Chobanjan et V. I. Tarieladze [5]. 

PROPOSITIOn 2.5. L'espace Co ne o&ifie pas A-Ros(1). 

D~MONSTRATION. Soit (s une suite de v.a. r6elles ind6pendantes de lois: 

1 
p{~k = 1} = p{~k = _ 1} = �89 - p{~k = 0}} = 2Log(k  + 1)' 

et soit 6galement ((~3k_~l)j~t une suite de copies ind6pendantes de la suite (~k). 

Choisissons deux suites de r6els positifs (aj)j~, et (/3(k))k~ avec (/3(k)) 
croissante, /3 (k )=  > 1 pour tout k et l i m , _ ~ / 3 ( k ) = %  et. telles que l'in6galit6 

suivante soit en d6faut pour toute constante C et tout entier n assez grand: 

=, at =< C/3(2 "~) A,((aj) ,~j . . )+ ajj }. 

Posons ~ present, pour tout j _--- 1: 

" 
Xj = !(k) k:'-1 ' 

Xj est une v.a. ~ valeurs dans co, de gaussienne de m~.me covariance 

\ / 3 ( k ) ~ / L o g ( k  + 1) ~'' ]k~, 

ofJ (g~  d6signe une suite double de v.a. normales centr6es r6duites 
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ind6pendantes. Pour tous n, k => 1, posons 

E.E---- N { ~ = 1 }  et 
i = l  

On v6rifie imm6diatement que 

2 n2 2 n2 

P(A . )=I -~=IP(E:k )=I -~__I (1  

2 n2 

A , =  I,.J E,k. 
k = l  

I 
2Log(k + 1))" } 

et donc que lim.~= P(A.)  = 1. Supposons h pr6sent que Co v6rifie A-Ros(1) avec 
C comme constante; pour tout n, on aurait: 

A1 (~-~i =, Xj) < C(supt\ ,>o ,=, ~ P{IIX~ H>t}+ A, (,--~1 G(X, , ) )  

2 "2\ 

Or, 

{ I} = sup,>o tP sup~--~  a,sr~ > t 

/ I } _-> sup tP s u p 2 ~  ~j~ > t, A, 
t>O I . k ~ 2  n ~,) ~ '  ] j=l 

1 

Lorsque n tend vers i'intini, le choix des suites (~j) et (el(k)) fournit une 
contradiction; co ne v~ritie donc pas A-Ros(1). 

Le th6or~me suivant, fondamental dans notre analyse, met en 6vidence le 

caract~re de base jou~ par les espaces de cotype 2 vis-a-vis de l'in~galit~ de 
Rosenthal. 

THI~ORI~ME 2.6. Soit E un espace de Banach ; E est de cotype 2 si et seulement 
si E v(rifie Ros(r) pour tout r. 

DI~MONSTRATION. Supposons d'abord E de cotype 2. Ii est bien connu [21] 
que l'on peut remplacer dans la d6finition du cotype 2 (comme darts celle du type 
2 d'ailleurs) la suite de v.a. de Rademacher par une suite gaussienne orthonor- 
male (gj). Consid6rons alors une v.a. pr6gaussienne born6e sur un espace 
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(f~, o~, P) ~ valeurs dans E. Si (~N) d6signe une suite de sous-tribus finies de 

telle que (X N) = (E{X I ~N}) converge p.s. et dans L2(f~, if, P; E)  vers X, nous 

obtenons, pour une certaine constante C: 

E {ll X II =} -- ~m E {11X N II 2} <-- C~mo E {11 a (X ~ )112} ~ CE {11 G (X)II 2} 

la premiere in6galit6 r6sultant de l'hypoth~se de cotype 2 (les tribus ~ sont 

finies) et la seconde du fair que E{f2(XN)} <= E{f2(X)} pour tout entier N et tout 

f de E'. Soit maintenant une suite (Xj)l_~j~n de v.a. ind6pendantes sym6triques 

pr6gaussiennes born6es t~ valeurs dans E;  d'apr~s ce qui pr6c~de, 

Mais alors, pour tout r, en vertu de l'in~galit~ de J. Hoffmann-JOrgensen: 

( {11,  _<- E ' + E 

et E v6rifie Ros(r). ROciproquement, supposons que E n'est pas de cotype 2 et 

montrons qu'il existe des rods r tels que E ne v4rifie pas Ros(r). Nous 

di~tinguons deux cas: si co est finiment repr6sentable dans E, E n e  v4rifie Ros(r) 

pour aucun r > 1 d'aprhs la proposition pr4c6dente et le caracthre de super- 

propri6t6 de l'in6galit4 de Rosenthal. Si Co n'est pas finiment repr6sentable dans 
E, d'aprhs un thOor6me de B. Maurey et G. Pisier [21], E est de cotype fini q; 

montrons alors que E ne peut v6rifier Ros(r) pour r > q. Supposons au contraire 

que E v4rifie Ros(r) pour un r > q. I1 existerait une constante C telle que, pour 

toute suite finie (Xj)I_<~_~, de v.a. ind6pendantes sym6triques pr6gaussiennes 

born6es et 6quidistribuOes ~ valeurs dans E, on ait: 

(3) E <= C ((nE{[[Xl II'/)'" + n"2E{ll G(X1)IID. 

Mais comme r > q et E est de cotype q, 

 ,11 l) '"-> x, IIq/) 
Les constantes C et Cq 6tant ainsi d6termin6es, choisissons un entier n tel que: 

Cqn I/q > C(n I/" + 1). 
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Comme E n'est pas de cotype 2, il existe des points (non nuls) x~ . . . . .  xs de E 
tels que 

Y~ IIx~ II ~-- 1 et E gkX~ =- - .  
k = l  

Posons yk =x~/llx~ H pour tout k et d6signons par X1 la v.a. de loi 

+~_~,). Clairement IIx, lt-- 1 p.s. et G(X~)=~,~--,gkXk de sorte 
l'in6galit6 (3) appliqu6e ~ X~ pour cet n m~ne ~ une contradiction. Ceci ach~ve 
la d6monstration du th6or~me 2.6. 

Il r6sulte des th6or~mes 2.4 et 2.6 que si E est de cotype 2, lp(E) v6rifie 
Ros(p) si 2 < p  <oo et Ros(r) pour tout r si 1 =<p =<2. Si par contre E n'est pas 

de cotype 2, l~(E) ne v6rifie pas A-Ros(p). C'est robjet de la proposition 
suivante. 

PRoPosmos 2.7. Soit E un espace de Banach; si E n'est pas de cotype 2, 
l~ (E) ( 1 <-_ p < oo) ne oErifie pas A-Ros (p). En particulier, si 2 < p < % lp ne vErifie 
pas A-Ros (p). 

DI~MONSTRATION. La deuxi~me partie de la proposition s'obtient simplement 

en consid6rant E = l~, qui n'est pas de cotype 2 lorsque 2 < p < % et en utilisant 

l'6quivalence au sens de la finie repr6sentabilit6 des diff6rents espaces Lp. 
D6montrons donc la premiere assertion en supposant que lp (E) v6rifie A-Ros (p) 
avec C pour constante; choisissons une suite finie de r6els positifs (aj)l~j~n telle 
que 

Un tel choix est 6videmment possible. Comme E n'est pas de cotype 2, par un 

raisonnement analogue a celui utilis6 dam la d6monstration du th6or~me 2.6, il 

existe une v.a. pr6gaussienne sym6trique Y ~ valeurs dam E telle que: 

H YII = 1 p.s. et (E{I I G(Y)II~}) '~p =< 1/2C. 

Consid6rons une suite (Y/)taja. de copies ind6pendantes de Y e t  posons, pour 

tout j = 1,...,  n: Xj = ajY~ei, (ej) d6signant la base canonique de Ip. L'in6galit6 
A-Ros(p) appliqu6e h la suite (Xj)tar~, s'6crit: 
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Le choix de (ai)l~j_~n contredit notre hypoth~se de d6part et ia proposition 

s'ensuit. 

Nous comparons dam l'alin6a suivant l'in6galit6 de Rosenthal ~ des propri6t6s 

g6om6triques classiques dans les espaces munis d'une structure de treillis. II est 

clair qu'un espace de type p v6rifie Ros(p); la propri6t6 de type ne s'6tendant 

pas au-del~ de 2, cette comparaison ne peut gu~re &re poursuivie dam un espace 

de Banach g6n6ral. Dans les treillis n6anmoins, la notion de convexit6 permet 

d'aller un peu plus loin dans cette direction. 
Un treillis de Banach E est p-convexe, 1 < p < 0% s'il existe une constante M 

telle que: 

Ixjl p _-<M IIx, II P 
j=l 

pour toute suite ( x j ) ~ ,  d'61~ments de E, et p-concave si l'in6galit6 inverse est 

satisfaite. Nous renvoyons ~ [19] pour ces d~finitions et pour les principales 

operations de calcul dans les treillis, telle notamment la concavification [14]. 

Le th6or~me suivant est essentiellement dO h G. Pisier et J. Zinn [26] (voir 

6galement E. Gin~ et J. Zinn [8]). 

TH~OR~ME 2.8. Soit E un treillis de Banach q-concave pour un q < oo et soit 

1 <= p < oo; si E est p-convexe, E v~rifie Ros(p). 

D~MONSTRATION. S i p  < 2, E est de type p et donc v~rifie Ros(p). Nous 

supposons donc dans ce qui suit p > 2. Le lemme suivant de E. Gin6 et J. Zinn 

[8] nous sera utile au cours de la preuve. 

LEMME 2.9. Soit E un treillis de Banach 2-convexe et soit X une v.a. 

pr~gaussienne bom~e ?l valeurs dans E;  alors 

E{ I X 12} = E{ I G(X)12}. 

D'apr~s la proposition 2.3, il nous suflit d'~tablir l'in6galit6 Ros(p) pour des 

v.a. (Xj)I~j~, h valeurs dans E, ind6pendantes, sym6triques, pr~gaussiennes, 
born6es, et 6quidistribu~es. D6signons par (rj) une suite de v.a. de Rademacher 

ind6pendantes, ind6pendante de la suite (Xj). Dans ce qui suit, C d6signera une 

constante (ne d6pendant pas de la suite (X/)) suceptible de changer de place en 

place. En vertu des in6galit~s de Khintchine dans les treillis [20], par sym6trie 

des Xj, 
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Xt Si ( s),~J~- d6signe une copie ind6pendante de la suite (X/),_~j~, et E '  

l'int6gration par rapport ~t cette suite, on a: 

12 ) 1/2 12) 112 __ n 112} n 
(,~'~' =<1(,=~'~' ~{(,__Z,'~'~) I+~{(S'~'r)  ''~} 

~' { I'~' " "  ~--' :~'~''"~ } + ~{ ( 'S'~ r)"~} " 
Par suite: 

n n t 2 p / 2  n 

_-<c E r, lX, + E Ix, F 
E(2) 3 

oh E~2) d6signe la 2-concavification de E. E~2~ est p/2-convexe et q/2-concave. Si 

p =< 4, E~2) est de type p/2 de sorte que 

E r, Ix j  F < c  E{II IX~ = ~ ' ~ <  = ~,2, ,= c E{IIX, IIq. 
E(2 ) J i=1 i=l 

Comme, d'apr~s le lemme 2.9, 

= n 1/211 (E{I G(X,)!I:}) ''2 II 

=< Mn"~(E{II G(x,)II~})"% 

on constate que E v6rifie Ros(p). S i p  >4 ,  par une nouvelle application des 
in6galit6s de Khintchine, mais dans E~2) cette fois, nous obtenons: 

E rjlXj I ~ i<=C E i Xj 14] 1/2 p / 2  

E(2) J / II E(2) l 

puis, avec les m6mes notations que pr6c6demment, 

(,=~1 /XJ 14)1/4 ~ El{ I j=~l (tXJ 14-- ]X"14) I 1/4} -t'- E{(,=~[ [X/'I4)l/4}, 
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et par cons6quent 

E r, lX~ 12 =<c E r,,X~ 'P '4  + E Ix~? 
/~(2) J E(4) 

La 4-concavification E,4) de E est p/4-convexe et q/4-concave. S ip  =< 8, E~4) est 

de type p/4 et donc: 

< c  E { l l l x j ' " " ' < C  f{llxjll~}. E r, IX, r E,4, ,=, ,=, 

II s'ensuit que E v~rifie Ros(p). S ip  > 8, le raisonnement se poursuit jusqu'~ 

l'entier m tel que p _---2". 

Des propri6t6s que nous venons d'6tablir concernant l'in6galit6 de Rosenthal, 

il ressort clairement que l'on peut dresser un paralI~le entre les in6galit6s Ros et 

A-Ros d'une part, et ies in6galit6s de type (Rademacher) et de type stable 

d'autre part. Rappelons a cet effet qu'un espace norm6 est de type p-stable 

(1 =< p < 2) s'il existe un r6el c~ < p e t  une constante C tels que, pour route suite 

finie (0j)l~j~, de v.a. r6elles stables de transform6es de Fourier e -I'Ip et toute suite 

(xj)l__<j~, d'616ments de E, on ait: 

( Ill,  ~ ll }t 
'Le parall~le sera plus complet avec la proposition suivante [29]. 

PROPOSITION 2.10. Soit E un espace de Banach ; E est de type p (resp. de type 

p-stable) si et seulement si il existe une constante C telle que, pour toute suite finie 

(Xj)I~j<_, de v.a. ind~pendantes symdtriques bornOes h valeurs dans E, 

(resp. 

E Xj <_- C E{IIXj II ~ 

< t e > t . 
Ap = S=l 

DI~MONSTRATION. L'assertion concernant le type s'obtient ais6ment par 

int6gration. Nous d6montrons la seconde partie. I1 est clair que l'in6galit6 de la 

proposition implique que E est de type p-stable; en effet, le choix de X / =  Ojx, et 

le fait que sup,>0 tPP{I Oj I > t} "< 0o fournissent la conclusion. R6ciproquement, si 

E est de type p-stable, un th6or~me important de B. Maurey et G. Pisier [23], 

[21], [25], nous assure qu'il existe p' > p tel que E est de type p'-stable et donc 
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de type p'. Alors, en vertu de la proposition 2.1, de la premiere pattie de 
l'6nonc6 et du lemme 2.2, 

A~(,~ Xj)_-< C(Ap(  ,~,-~.max II Xj I1~+/(E{II/~ X/II~x"~'ll~'})") 

( ( ) ( , ~  ' " ~ '  =<C A~ maxllX~l I + E{l[X~lle'I(llx, n~o,}) ) 

<-_C supt '2P{l lXj l l>t  �9 
\ t>0  i=1  

La d6monstration de cette proposition s'appuie de fa~on essentielle sur le far  
que l'intervalle des p pour lesquels E est de type p-stable est ouvert. Ceci nous 
conduit ~ poser le probl~me suivant. 

PROaL~.ME. L'intervalle des r tels que E v6rifie A-Ros(r) est-il ouvert? 

3. Applications aux th~r~mes iimites 

Comme les notions de type et de cotype, l'in6galit6 de gosenthal est d'un 
int&& particulier dans i'6tude du th6or6me limite central (TLC) dans les espaces 
de Banach, comme il ressort d6j~ de divers travaux [7], [31]. Par sa forme m~me, 
l'in6galit6 de Rosenthal justifie la convergence de sommes normalis6es de v.a. 
6quidistribu6es vers une loi gaussienne ~ partir de conditions portant ~ la lois sur 
les moments des variables consid6r6es et sur leur structure de eovadance 
gaussienne. Nous examinerons ainsi, darts ce paragraphe, le TLC classique dans 
les espaces v6rifiant A-Ros(2) ou gos(2) et dans les espaces de la forme lp(E) oh 
E lui-m~me satisfait Ros(r) pour un certain r. Nous renvoyons ~ [3] pour une 
pr6sentation g6n6rale du TLC dans les espaces de Banach. 

Soit E un espace de Banach; si X est une v.a. ~ valeurs darts E, (X.),~l 
d6signera d6sormais une suite de copies ind6pendantes de X et, pour tout n, 
S , ( X ) = X I + . . .  +X, .  On dit alors que X v6rifie le TLC si la suite 
(S. (X ) /~ ) ,~ i  converge en loi dans E vers une mesure de Radon. Sa limite est 
bien entendu, d'apr6s le TLC ca dimension finie, une v.a. gaussienne de m6me 
structure de covariance clue X, de sorte qu'une v.a. v6rifiant le TLC est 
n6cessairement pr6gaussienne. 

Les deux th6or6mes suivants sont les r6sultats les plus connus (et peut-&re les 
plus importants) concernant le TLC dans les espaces de Banach. Ils caract6dsent 
les propri6t6s de type 2 et de cotype 2 ~ partir du TLC. 

Tr~Og~ME 3.1. [11], [24] Soit E un espace de Banach; E est de type 2 si et 
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seulement si toute v.a. centr~e X fi valeurs dans E telle que E{[[X[[ 2} < o0 o~rifie le 

TLC. 

TH~O~ME 3.2. [4], [12], [24] Soit E un espace de Banach ; E est de cotype 2 si 

et seulement si toute v.a. pr~gaussienne fi valeurs dans E v~rifie le TLC. 

La difference essentielle entre ces deux ~nonc6s provient du fait que si ie 
caract~re pr~gaussien est n~cessaire pour le TLC, en g~n~ral une v.a. X 

satisfaisant au TLC n'est pas de carr6 int~grable en norme; on peut seulement 

affirmer que [1], [26]: 

t 2 e { l l x l l  > t}  = o. 

Cette observation conduit h ~tudier les espaces dans lesquels les conditions X 

pr6gaussienne et lim,~| t2p{HxH> t} = 0 sont (n~cessaires et) suffisantes pour 

que X v6rifie le TLC. Ces espaces sont en fait caract~ris~s par l'interm~diaire de 

l'in~galit~ de Rosenthal de la fa~on suivante. 

TH~OP,~ME 3.3. Soit E un espace de Banach; E v~rifie A-Ros(2) si et 

seulement si toute v.a. pr~gaussienne X fi valeurs dans E teUe que 

lim,_~ t2e{ l l x l l  > t} = o v~rifie le TLC. 

Compte tenu des diverses propri~t~s ~tablies dans la section pr~c~dente, ce 

th~or~me g~n~ralise plusieurs r~sultats r6cents sur le TLC dans certains espaces 

de Banach [26], [8], [18], et situe le th~or~me 3.2 dans cet ensemble. L'~nonc~ 
3.1, quant ~ lui, peut se pr~ciser avec Ros (2), justifiant ainsi la diff&ence issue de 

l'hypoth~se d'int~grabilit6 au carrY. 

TH~OR~M~ 3.4. Soit E un espace de Banach ; E o~rifie Ros (2) si et seulement 

si route v.a. pr~gaussienne X fi valeurs dans E teUe que E{llxll2}<0o   ,ifie le 

TLC. 

Nous nous contenterons de la preuve du th~or~me 3.3, celle du th6or~me 3.4 
~tant enti~rement analogue. La proposition suivante nous sera utile en cours de 

d~monstration ainsi que lors des d~veloppements ult~rieurs; c'est l'argument 

usuel (et essentiel) [24] d'approximation par des v.a. de dimension finie. 

PROPOSITION 3.5. Soit E un espace de Banach; une v.a. X sur (1~, 3;, P)  fi 

valeurs clans E v~rifie le TLC si et seulement s i i l  existe, pour tout e > O, une v.a. 

~tag~e centr~e Y sur ([l, 3;, P)  telle que 
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DI~MONSTRATION DU THI~ORI~ME 3.3. Si E v6rifie A-Ros(2), il existe une 

constante C telle que, pour toute v.a. pr6gaussienne X h valeurs dans E 

v6rifiant l im,~ t2P{llxll > t} = 0, on ait: 

supA2 ( ~ n ) _ - - C ( A 2 t X ) +  A2(G(X))). 

Soit alors X une teIle v.a.; montrons qu'elle v6rifie le TLC. Pour tout e > 0, nous 

construisons une v.a. 5tag6e centr6e Y telle que: 

A2(X - Y) + A2(O(X - Y)) < e. 

A cet effet, nous pouvons supposer, sans perte de la g6n6ralit6, X born6e 

compte tenu du fait que 

lim (Az (XI~llxll>,~) + A2 ( G(XI~jlxrl>,~))) = O. 

X ~tant d6finie sur (l], o%, P), consid6rons, comme d6jh pr6c6demment, une suite 

croissante (,~N) de sous-tribus finies de ~ telle que (X N) = (E{X [ fiN}) converge 

p.s. et dans L2(I'~, o%, p;  E)  vers X. Le proc6d6 d'approximation sera clairement 

explicit6 et Y mise en 6vidence si nous montrons que la suite (G(XN)) converge, 

dans L2(E) par exemple, vers G(X). Or pour tout entier N e t  tout f de E', 

E{ff (XN)}~E{f(X)}  et lira E{ff(XN)} = E{f2(X)}, 

de sorte que, en vertu des propri6t6s de comparaison gaussienne, la suite 

(G(XN)) est relativement compacte pour la topologie de la convergence 6troite 

et converge pour cette topologie vers G(X). De l'int6grabilit4 gaussienne, nous 

d6duisons que cette convergence a 4galement lieu dans L2(E) ce qui 6tait 
demand6. L'in~galit6 A-Ros(2) pour X -  Y e t  la proposition 3.5 permettent 

alors de conclure. R6ciproquement, si dans/3 toute v.a. pr4gaussienne X telle 

que lim,~= t P{llxl[ > t} --0 v6rifie le TLC, un argument de graphe ferm6 entre 

l'adh6rence des v.a. 6tag6es centr6es sur ( f I ,~ ,P )  pour la norme A2(X)+ 

A2(G(X)) et les v.a. X sur (fI, ~-, P) telles que sup. A2(S,(X)/'kfn)< oo fournit 

une constante C telle que, pour toute v.a. pr6gaussienne sym6trique born6e X 

valeurs dans E, 

sup Az( -~- )n  )_-< C(A2(X)+ A2(G(X))), 
n 

la constante pouvant 6tre choisie ind6pendante de respace d'6preuves. E v6rifie 

donc A-Ros(2) en vertu de la proposition 2.3. 
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Si le th6orbme 3.3 caract6rise les espaces de Banach darts lesquels les 

conditions n6cessaires classiques pour le TLC sont 6galement suffisantes, il laisse 

bien entendu de c6t6 nombre d'espaces oh le probl~me limite central n'est pas 

r6solu, ~t commencer par les espaces de la forme lp(E) lorsque 1 < p  _-<2 et E 

n'est pas de cotype 2 qui ne v6rifient pas A-Ros(2) (cf. proposition 2.7 et [8], 

[18]). Le th6or~me suivant, qui a pour origine un 6nonc6 de E. Gin6 et J. Zinn 

[8] dans les espaces 12(l,), 2 < p  < ~ ,  donne des conditions n6cessaires et 

suffisantes non classiques pour le TLC dans certains de ces espaces ~ partir de la 

seule loi de la variable consid6r6e. L'in6galit6 de Rosenthal apparait de fagon 

naturelle au cours des d6monstrations. 

Introduisons pour commencer les notations n6cessaires h la pr6sentation du 

r6sultat. Soit E un espace de Banach et soit p u n  r6el de [1, ~); si X est une v.a. 

valeurs dans lp(E), (Xk)k~, d6signera la suite de ses composantes dans l,(E). I1 

est clair que si X est pr6gaussienne dans l ,(E), toutes ses composantes le sont 

dans E et (G(X~))k>1 constitue une version de G(X) .  X 6tant fix6e a valeurs 

dans lp(E), posons, pour tout entier n, 

max  ) 

J /  ! 

oh r e s t  un r6el positif (pr6cis6 dans la suite) et oh 

go(n) = inf{u > O: nP{IIxII > u I -< (8.3")-'} 

et 

go(k, n) = inf{u > 0: nP{ll X k II > u, II X II ~ ~o(n)/~ (8 .3p)-'}. 

(ek)k=>t d6signant la base canonique de lp, pour tout entier N nous noterons [IN 

et RN les op6rateurs de lp(E) dans lui-m6me d6finis par: s ix  = (x k) ~ lp(E), 

N 

[IN(x) = ~ xkek, R N ( X ) = X - I I N ( x ) .  
k = l  

Le r6sultat annonc6 est alors le suivant. 

THI~OR~ME 3.6. Soient p E [1, oo), r E (2, oo) et E un espace de Banach ; si E est 
de cotype r et v~riJie Ros(r), pour qu'une v.a. X il valeurs darts I ,(E) v~rifie le 
TLC, il faut et il suffit que les quatre conditions suivantes soient r~.alisdes: 

(i) X est prd.gaussienne ; 
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(ii) lim,~ t P{llxII > t} = 0; 
(iii) lim~| lira. _.| I. (RN (X)) = 0; 

(iv) l i m ~  lim.~| J. (RN (X)) = 0. 

REMAROUE. Sip > 2, lp(E) v6rifie Ros(r ^ p), done A-Ros(2), de sorte que le 

TLC est, darts ce cas, caract6ris6 par le th6or~me 3.3. Cette situation est 

contenue darts i'6nonc6 3.6 puisque ron v6rifie ais6ment que s ip  > 2, pour toute 

v.a. X a valeurs clans l~,(E) telle que A2(X)< oo et tout entier n: 

I, (X) + J, (X) =< CA2(X) 

pour une certaine constante C De la m6me fa~on, si 1 _-< p _-< 2 et E est de cotype 

2, les lemmes 3.7 et 3.8 ci-dessous montrent imm6diatement que pour toute v.a. 

pr6gaussienne X dans lv(E ) et tout entier n: 

I.(X) + ] .(X) <= CA2(G(X)). 

DI~MONSTRATION. Elle se d6compose en trois lemmes d'int6r6t ind6pendant. 

C d6signera tout au long de la preuve une constante ne d6pendant que des 

param~tres de l'6nonc6 et suceptible de changer de place en place. 

LEMME 3.7. Soient p u n  reel de [1, oo) et E un espace de Banach; pour toute 

v.a. centr~e X ?l valeurs dans l~(E) telle que A~(X)<oo et tout n, 

D~MONSTgATION. Supposons pour commencer X sym6trique. D'apr6s les 

in6galit6s de L6vy et Hoffmann-JCrgensen (voir proposition 2.1), pour tout 

entier n : 

I~(X) < 2 ,.., E ~ lctx,,.~.~ 
k=1 II1=1 V t l  II 

= 2 E  " Xi~Fn I~Nx,,~.)~ 

On v6rifie imm6diatement que 8o(n)= < C~v/~k2(X). Par ailleurs, si X est 

seulement centr6e, le remplacement de X par rX dans les op6rations 

pr6c6dentes, oO r d6signe une v.a. de Rademacher ind6pendante de X, et 

rin6galit6 
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E{II S.(rX) ll}_-_ 2E{ll S. (x)ll} 

fournissent la majoration d6sir6e. 

LEMME 3.8. Soient p un r~el de [1, oo) et E un espace de Banach de cotype 

r E (2, oo); pour route v.a. centr~e X a valeurs darts lp(E) teUe que A2(X) < ~ et 

tout enfier n, 

J, (X) -<_ C(A2(X) + E/II s. (x) ll ]h 
t xG J/" 

Supposons X sym6trique; pour tout n, sous l'hypoth~se de DI~MONSTRATION. 

cotype r de E, 

" < {11  ,../,.,, k=l 

puis, par la proposition 2.1, 

k =i j= l  

On conclut alors comme dans le lemme pr6c6dent. 

LEMME 3.9. Soient p un rdel de [1, oo) et E un espace de Banach v6rifiant 

Ros(r) pour un r > 2; pour tout v.a. prdgaussienne X ll valeurs dans lp(E) telle que 

A2(X) < oo et tout entier n, 

DI~MONSTRATION. Soit X pr6gaussienne sym6trique • valeurs dans lp(E) 

v6rifiant A2(X)< oo et soit n u n  entier; d'apr6s la proposition 2.1: 

oh 8~(n) = inf{u > 0: .e{ll x II > u}_-__ 4}. Par une nouvelle application de la 
proposition 2.1, 

, .  
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En r6sum6: 

\ klli=~ V n 

A pr6sent, 

X,. P = ~ l{llxJ]l<='~~ l ~ ' 

quantit6 major,e, en vertu de la proposition 2.1, par: 

C I".(X) + E Icrlx~ll=ao{k,.),llx, ll--<~o<.~ 
k = l  

Enfin, E v6rifiant Ros(r), le deuxi~me terme de cette derni~re expression se 

majore par 

cu~(x )  + A~(G(X))). 

L'assertion du lemme s'ensuit pour X sym6trique; le cas g6n6ral s'en d6duit par 

sym&risation. 

Concluons ~ present la d6monstration du th~or~me 3.6. La n6cessit6 des 

conditions (iii) et (iv) s'obtient des lemmes 3.7 et 3.8: pour tout N, par 

convergence des moments dans le TLC, 

tim(/. (RN (X)) + J. (RN (X))) =< C(A2(RN (X)) + A2(G(RN (X)))), 

d'ofi le r6sultat compte tenu de 

~m (a2(n~, (x)) + A2IO(nN (X)))) = 0. 

R6ciproquement, les conditions (i)--(iv) 6tant satisfaites, le lemme 3.9 fournit, 

pour tout e > 0, un entier N tel que 

!~ A2 ( s"~x- rIN (x))h 
xTn ] < ~" 

Pour tout k = 1,. . . ,  N, le th6or~me 3.3 s'applique aux v.a. X ~ ~ valeurs dans E; 

il s'ensuit que IIN(X) satisfait au TLC dans lp(E). La proposition 3.5, plus 

pr6cis6ment sa preuve, nous assure alors que X v6rifie le TLC. Ceci termine la 

d6monstration du th6or~me 3.6. 

REMARQUE. Le lecteur se convaincra ais6ment de ce que les raisonnements 
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ci-dessus permettent 6galement de donner des conditions n6cessaires et sufti- 
santes pour qu'une v.a. X h valeurs dans lp,(l~(. . .( lp,(E)). . .)) ,  1<= 

pl, p2 . . . . .  p~ < ~, E de cotype r et v6rifiant Ros(r), r E (2, oo), satisfait au TLC, 
partir de la seule loi de la variable X. Nous ne les d6taillons pas pour all6ger la 
pr6sentation. 

Si I'in6galit6 de Rosenthal est d'un int6r6t particulier dans l'6tude du TLC 
dans les espaces de Banach, elle n'est pas limit6e ~t ce seul cadre; nous concluons 
cet article par une caract6risation de l'in6galit6 de Rosenthal a partir de la loi des 
grands nombres, caract6risation analogue ~ celle de la propri6t6 de type [11]. 

THI~OR~ME 3.10. Soient r E [1, oo) et E un espace de Banach; les conditions 

suivantes sont dquivalentes : 
(i) E v~ri]ie Ros(r); 
(ii) pour route suite ( Xj )j>~ de v.a. inddpendantes prdgaussiennes fi valeurs dans 

E, si: 

E{llxjll'} G(x,) ]" < oo et . converge p.s., 
i=1 i=t ] 

alors la suite (Xj) satisfait fi la loi des grands nombres, i.e. 

�9 1 n 

l lm- -~  X~ = 0 p.s. 

(i) f f  (ii). Par hypoth6se, il existe une constante C telle DEMONSTRATION. 
que: 

 {ll  ll} 
Donc E~=. Xj/j  converge p.s. et (Xj) v6rifie la loi des grands nombres en vertu du 
lemme de Kronecker. (ii) f f  (i). Si l'implication du point Oi Iest satisfaite, la suite 
((1/n)ET=l Xj),~l converge non seulement p.s. mais dans L,(E)  [10]. Ainsi, par 
un argument de graphe ferm6, il existe une constante C telle que l'on ait, pour 
toute suite (X~) de v.a. ind6pendantes pr6gaussiennes born6es ~ valeurs dans E: 

1 n r l / r  l /r  

SUPn(E{lL~ X/] }) < - C ( ( ~  E{IIjXjI]'}) + ( E { l i  ~ ~  ,})1~,). 

Consid6rons une suite finie (Xj),~=~, de telles v.a. et appliquons cette in6galit6 
la suite 

(0,..., O, X, .. . . .  X,, 0,0, . . . ) ;  

m t e r r o r s  
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on  a: 

1 

m + n  

- ((* ,x,,ll}t"? = m + 1 EIIIx, II' + E G 
j = l  

el quand m tend vers l'infini nous constatons que E v~rifie Ros(r) .  

Nous construisons pour finir un exemple d 'une suite de v.a. a valeurs dam lp, 

p > 2, pour laquelle les propositions classiques sur la loi des grands nombres 

dam les espaces de Banach ne permettent pas de conclure et qui entre dam le 

cadre d'application du th6or~me 3.10. Nous nous plafons donc dans lp, p > 2. 

Soit (r~) une suite double de v.a. de Rademacher  ind6pendantes; pour tout j, 

d6signons par n~ la partie enti~re de jP/~. Posons 

= I~.~=~k<~+.~rj ek 

O/a (ek) est la base canonique de l~. Clairement IIXJ II ~ = nj de sorte que 

,~ E {llx, li t) < 
J 

P 0~. 

Par ailleurs, 

G(Xj) = ~=~ I~.~_k<.~,+.~g~ek 

o~ (g~  est une suite double de v.a. normales eentr~es r6duites ind6pendantes. 

Pour tout j---jo sutlisament grand les intervalles [n 2, n 2 + nj) sont disjoints et 

done 

1 p ~ 

=E{Ig,I } ~ o f <  ~ 

l~ v~rifiant Ros(p) ,  nous en coneluons que eette suite satisfait ~ la loi des grands 

nombres. M~me si lp, p > 2, est de type 2 [11], [15], [30], et 2-1isse [9], les lois des 

grands nombres clans ces espaees n'autorisent pas une telle conclusion puisque: 
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{llx, II 2} 
j 2 ~ 00  

et m~.me: 

E {11 X, II 2} II X, IF 0 p.s. 
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